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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUCCIÓN 

 

 

Es bien sabido que al utilizar en la práctica métodos estadísticos no 

siempre es adecuado suponer que las observaciones del fenómeno de interés han 

sido tomadas bajo condiciones idénticas e independientes unas de otras (i.e. que 

los datos son independientes e idénticamente distribuidos). Esta falta de 

homogeneidad en los datos suele ser modelada a través de la suposición de 

media no constante (por ejemplo suponiendo que ésta es una combinación lineal 

de ciertas variables explicativas) pero con la consideración de que los errores son 

independientes e idénticamente distribuidos. Sin embargo, como se muestra más 

adelante en la sección 1.4, esta suposición puede influir crucialmente en la 

inferencia; pudiendo ser en ocasiones preferible la suposición más realista de 

errores correlados.  

Frecuentemente los datos tienen una componente espacial y/o temporal 

asociada a ellos (ver sección 1.1) y es de esperar que datos cercanos en el espacio 

o en el tiempo sean más semejantes que aquellos que están más alejados; en 

cuyo caso no deben ser modelados como estadísticamente independientes, siendo 

más conveniente emplear modelos que exploten adecuadamente dicha 

componente espacial o espacio-temporal. De forma natural surge la hipótesis de 

que los datos cercanos en el espacio o en el tiempo están correlados y que la 

correlación disminuye al aumentar la separación entre ellos, por lo que se puede 

pensar en la presencia de una dependencia espacial o espacio-temporal.  

En general, cuando se considera que la componente espacial o espacio-

temporal puede ser importante en el modelado y el análisis de la información es 

necesaria una aproximación estadística distinta a la tradicionalmente usada. 

Esto lleva al concepto de proceso espacial o espacio-temporal (sección 1.2) y a la 

investigación de sus propiedades. La geoestadística (sección 1.3) es una de las 

ramas de la estadística que se centra en el estudio de este tipo de procesos. 
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1.1 APLICACIONES DE LA METODOLOGÍA ESPACIAL Y ESPACIO-

TEMPORAL 

La metodología espacial y espacio-temporal ha sido utilizada de forma 

creciente (especialmente durante los últimos 25 o 30 años) para solventar 

problemas en muchos campos. Son muchas las disciplinas en las que interesa 

estudiar algún tipo de propiedad que tiene cierta característica espacial o 

espacio-temporal. En estas disciplinas la metodología espacial puede ser de 

ayuda en alguna o en muchas etapas del estudio, desde el diseño inicial del 

muestreo hasta la representación final de los resultados obtenidos (p.e. para la 

generación de mapas o animaciones). Algunos de los campos en los que se trabaja 

con datos espaciales o espacio-temporales por naturaleza son los relacionados con 

la geología, hidrología, ecología, ciencias medioambientales, meteorología, 

epidemiología, recursos mineros, geografía, astronomía, proceso de imágenes, 

experimentos agrícolas, etc.  

Por ejemplo, algunos trabajos recientes en los que se ha aplicado la 

metodología espacial a distintos campos (principalmente métodos geoestadísticos 

espacio-temporales) son los siguientes:  

•  Ciencias medioambientales: Høst et al. (1995), Angulo et al. (1998), Fuentes y 

Smith (2001) (concentración de SO2); Niu (1996), Carrol et al. (1997) (ozono); 

Kolenikov et al. (2002) (partículas en suspensión); Haas (1990, 1995) (lluvia 

ácida); De Iaco et al. (2002b) (índices generales de contaminación atmosférica).  

•  Meteorología: Sampson y Guttorp (1992) (radiación solar); Handcock y Wallis 

(1994) (cambio climático); Chao (1998) (pluviosidad); Cressie y Huang (1999), 

Wikle y Cressie (1999) (velocidad de viento); Bengtsson y Nychka (2001) 

(predicción del clima). 

•  Ecología: Fernandes y Rivoirard (1998) (distribución espacial de especies 

marinas); Mateu y Ribeiro (1998) (análisis espacial de especies forestales); Zhu 

et al. (2002) (índices de foliación de árboles). 

•  Hidrogeología: Rouhani y Hall (1989), Rouhani y Myers (1990), Samper y 

Carrera (1990) (hidrología subterránea); Müller (2003) (diseño de redes). 

•  Epidemiología: Cressie et al. (2000), Benes y Bodlák (2003) (tasas 

epidemiológicas); Mugglin et al. (2002) (dinámica de epidemias). 

•  Otros campos: edafología: Egbert y Lettenmaier (1986); economía: Gelfand et 

al. (2001), Albert et al. (2002); análisis de imágenes: Stoica et al. (2002); 
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desarrollo de medicamentos: Wang et al. (2003); control de operaciones 

militares: Irwin et al. (2002). 

 

1.2 PROCESOS ESPACIALES Y ESPACIO-TEMPORALES 

Sea d∈s  una posición genérica en el espacio euclideo d-dimensional y 

supongamos que el valor potencial ( )Z s  en la posición espacial s es una cantidad 

aleatoria. Entonces, si s varía dentro del conjunto índice dD ⊂  se obtiene el 

proceso aleatorio multivariante: 

 { }( ) :Z D∈s s � (1.1) 

que denominaremos proceso espacial (también se suele denominar en la 

literatura función aleatoria, campo espacial aleatorio o variable regionalizada). 

Una realización del proceso espacial (1.1) se denotará por { }( ) :z D∈s s . 

En algunos casos, utilizando una notación más formal y enfatizando la 

aleatoriedad del proceso, (1.1) se suele escribir como { }( , ) : ,  Z Dω ω∈ ∈ Ωs s , 

siendo ( , , )A PΩ  un espacio de probabilidad, así la realización { }( ) :z D∈s s  se 

correspondería con un valor particular 0ω ∈ Ω . 

Si { }( ) : 1,..., ;  jZ j k D= ∈s s  son k procesos espaciales univariantes (y 

que se suponen en principio interdependientes), el vector 1( ) ( ( ),..., ( ))kZ Z ′=Z s s s  

lo denominaremos proceso espacial multivariante (también se denomina proceso 

espacial vectorial, campo vectorial espacial o vector regionalizado).  

Se suele distinguir entre distintos casos dependiendo de las suposiciones 

acerca del conjunto D. En este trabajo nos centraremos en el caso de datos 

geoestadísticos: D es un subconjunto fijo de d  que contiene un rectángulo d-

dimensional de volumen positivo (i.e. índice espacial continuo); Z(s) es un vector 

aleatorio en la posición D∈s  (también se suele denominar este tipo de procesos 

como procesos espaciales continuos). El caso de posiciones espaciales discretas se 

considerará como resultado de la discretización de un proceso continuo. 

La definición (1.1) es válida también para el caso espacio-temporal, por 

ejemplo podríamos considerar posiciones de la forma 1 1( ,..., , )ds s t−= ∈s  
1 ,0d− +× , donde { },0 : 0t t+ = ∈ ≥ . Es importante destacar por tanto 

que las definiciones y resultados mostrados en la primera parte de este trabajo 

son aplicables también al caso espacio-temporal. Sin embargo, en muchos casos 

para enfatizar el carácter temporal se utilizará una notación de la forma: 
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 { }( , ) : ( , )Z t t D T∈ ×s s �  

donde ,0dD T +× ⊂ × , para referirse a un proceso espacio-temporal. Esta 

notación será la principalmente empleada a partir del capítulo 6 (parte II). 

En algunos casos los procesos espacio-temporales son modelados también 

como procesos espaciales multivariantes (e.g. Egbert y Lettenmaier, 1986; 

Kyriakidis y Journel, 1999). Por ejemplo, se puede considerar una 

representación de la forma: 

 1( , ) ( ) ( ( ),..., ( ))kZ t Z Z ′= =s Z s s s , (1.2) 

donde ( ) ( , ),  1,...,i iZ Z t i k= =s s . O también: 

 1( , ) ( ) ( ( ),..., ( ))nZ t t Z t Z t ′= =s Z ,  

siendo ( ) ( , ),  1,...,j jZ t Z t j n= =s . Uno de los principales problemas al utilizar 

estas aproximaciones es que, utilizando los modelos geoestadísticos tradicionales, 

no es posible la predicción en todas las posiciones espacio-temporales sin algún 

tipo de modelado adicional. Por ejemplo, utilizando la representación (1.2) y los 

métodos geoestadísticos de predicción espacial multivariante, se pueden obtener 

en principio superficies de predicción solamente en los k instantes temporales 

,  1,...,it i k= , y no es posible la interpolación temporal sin modelado adicional 

(ver sección 5.3.5). 

 

1.3 GEOESTADÍSTICA 

La geoestadística (Matheron 1962, 1963) surgió como una mezcla de 

varias disciplinas: ingeniería de minas, geología, matemáticas y estadística, para 

dar respuesta a problemas como, por ejemplo, el de la estimación de los recursos 

de una explotación minera (se desarrolló principalmente a partir de los años 80). 

La diferencia (ventaja) respecto a otras aproximaciones es que, además de tener 

en cuenta la tendencia espacial (variación de gran escala), también tiene en 

cuenta la correlación espacial (variación de pequeña escala). Otros métodos sin 

embargo, sólo incluyen la variación de larga escala y suponen que los errores son 

independientes. Hoy en día se puede decir que la geoestadística es la parte de la 

estadística espacial que estudia los procesos con índice espacial continuo (las 

bases teóricas de la geoestadística se tratan en el capítulo 2).  
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Uno de los problemas iniciales más importantes de la geoestadística fué la 

predicción de la riqueza de un bloque minero a partir de una muestra observada. 

A este proceso Matheron (1963) lo denominó kriging1, y también predicción 

espacial lineal óptima (estos métodos de predicción se muestran en el capítulo 3 

y en la sección 5.3). 

Al mismo tiempo que la geoestadística se desarrollaba en la ingeniería de 

minas por Matheron en Francia, la misma idea se desarrollaba en la 

meteorología por L.S. Gandin en la antigua Unión Soviética. El nombre que 

Gandin le dio a esta aproximación fue análisis objetivo y utilizó la terminología 

de interpolación óptima en lugar de kriging. Para más detalles sobre el origen 

del kriging ver p.e. Cressie (1990). 

 

1.4 MODELOS CLÁSICOS Y MODELOS ESPACIALES  

Uno de los modelos más utilizados en estadística para el caso de datos no 

homogéneos es el conocido modelo clásico de regresión lineal. Si 

{ }( ) : dZ D∈ ⊂s s  es un proceso espacial, podemos suponer que: 

 
0

( ) ( ) ( ),
p

j j
j

Z x Dβ δ
=

= + ∈∑s s s s ,  

donde 1
0( ,..., ) p

pβ β +′= ∈β  es un vector desconocido, { }() : 0,...,jx j p⋅ =  un 

conjunto de variables explicativas y ()δ ⋅  un proceso de media cero incorrelado 

(i.e. ( ( ), ( )) 0Cov δ δ =u v  si ≠u v ) con 2( ( ))Var δ σ=s . 

Supongamos por el momento que el objetivo es la estimación eficiente de 

la tendencia, o lo que es lo mismo la estimación óptima de los parámetros de la 

“variación de gran escala” β , a partir de los datos observados en un conjunto 

de posiciones espaciales { }1,..., ns s . Bajo las hipótesis anteriores: 

 = +Z Xβ δ  

                                      
1 D. G. Krige fue un ingeniero de minas de Sur África que desarrollo en los años 50 

métodos empíricos para determinar la distribución de la riqueza de un mineral a partir 

de valores observados. Sin embargo la formulación de la predicción espacial lineal 

óptima no procede del trabajo de Krige. 
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siendo ( )1( ),..., ( )nZ Z ′=Z s s , X  una matriz ( 1)n p× +  con 1( )ij ijX x −= s  y 

( )1( ),..., ( )nδ δ ′= s sδ ; y el estimador lineal insesgado de β  más eficiente resulta 

ser el estimador de mínimos cuadrados ordinarios (m.c.o.): 

 1ˆ ( )mco
−′ ′= X X X Zβ , (1.3) 

con 2 1ˆ( ) ( )mcoVar σ −′= X Xβ . 

Sin embargo la suposición de que los errores son independientes e 

idénticamente distribuidos influye crucialmente en la inferencia. En el modelo 

anterior, en lugar de errores incorrelados, si suponemos que: 

 ( )Var =δ Σ , 

obtenemos el modelo lineal de regresión generalizado y en este caso el estimador 

lineal óptimo de β  es el estimador de mínimos cuadrados generalizados (m.c.g.): 

 1 1 1ˆ ( )mcg
− − −′ ′= X X X Zβ Σ Σ . (1.4) 

Si 2
nσ= IΣ , siendo nI  la matriz identidad n n× , los estimadores (1.3) 

y (1.4) coinciden; pero en caso contrario las estimaciones basadas en el modelo 

anterior pueden llegar a ser altamente ineficientes. Puede verse fácilmente que 

en el caso general: 

 1 1ˆ( ) ( )mcgVar − −′= X Xβ Σ , 

 ( ) 1 1ˆ ( ) ( )( )mcoVar − −′ ′ ′= X X X X X Xβ Σ ,  

resultando además que ( ) ( )ˆ ˆmco mcgVar Var−β β  es una matriz semidefinida 

positiva (e.g. Searle, 1971, sección 3.3). 

 En muchos casos el objetivo final es la predicción del proceso en una 

posición espacial 0s : 

 0 0( ) ( )Z δ′= +s x sβ ,  

donde ( )0 0 0( ),..., ( )px x ′=x s s . Siguiendo la aproximación tradicional se puede 

pensar en utilizar como predictor el estimador de la tendencia. Por ejemplo, 

empleando (1.4) obtendríamos: 

  0 0
ˆˆ ˆ( ) ( ) mcgZ µ ′= =s s x β . (1.5) 
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Sin embargo (1.5) no es el predictor lineal óptimo; puede verse (e.g. Goldberger, 

1962; sección2 3.3) que en este caso el mejor predictor lineal insesgado es: 

 1 1
0

ˆ( ) ( ) mcgZ − −′ ′ ′= + −s c Z x X cΣ Σ β , (1.6) 

siendo ( ) ( )( )0 01( ), ( ) ,..., ( ), ( )nCov Covδ δ δ δ ′=c s s s s , siendo la diferencia: 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
0 0

ˆ( ) ( ) ( )Var Z Var Z − − − − −′ ′ ′− = −s s c X X X X cΣ Σ Σ Σ   

siempre positiva y en ocasiones significativamente mayor que cero 

(naturalmente utilizando el estimador (1.3) disminuye aún más la eficiencia de 

las predicciones).  

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos afirmar que al 

explotar la dependencia presente en los datos el incremento en eficiencia puede 

ser importante3. Sin embargo el principal inconveniente es que en la práctica 

normalmente la matriz Σ  y el vector c  son desconocidos. El procedimiento 

habitual, para evitar la estimación de ( 1)/2n n n+ +  parámetros adicionales a 

partir del conjunto de n observaciones, suele ser la elección de un modelo 

paramétrico adecuado: 

 ( )( , ) ( ), ( )C Cov δ δ≡u v u vθ , 

i.e. suponer que ( )≡Σ Σ θ  y ( )≡c c θ . Una hipótesis natural es suponer que los 

datos cercanos en el espacio o en el tiempo están correlados y que la correlación 

disminuye al aumentar la separación entre ellos; por tanto es normal pensar en 

errores espacialmente correlados. Por ejemplo, podemos considerar: 

 2( , )C σ ρ −= u vu v θ , 

con 2 0σ ≥  y 0 1ρ< < ; o en el caso espacio-temporal: 

 1 2 1 22
1 1 2 2( , , , ) t t

s tC t t σ ρ ρ− −= s ss s θ , 

con 0 1sρ< <  y 0 1tρ< < , ya que suele interesar distinguir entre salto espacial 

y salto temporal. De esta forma, si θ̂  es un estimador de θ , podemos obtener por 

                                      
2 En esta sección se muestra también el predictor óptimo para un caso más general. 
3 Por ejemplo, para un caso particular, Goldberger (1962, pp. 374-375) observó que la 

mejora en la predicción puede llegar a ser del 50%. En Cressie (1993, sección 1.3) se 

muestran también otros ejemplos del efecto de la presencia de correlación en la 

estimación. 



 

 

8 

ejemplo una estimación del predictor óptimo de 0( )Z s  sustituyendo en (1.4) Σ(θ)  
por ˆΣ(θ)  y (c θ)  por ˆ( )c θ . 

 

VENTAJAS DE LA APROXIMACIÓN ESPACIAL (Y ESPACIO-TEMPORAL) 

Algunos de los beneficios de utilizar modelos espaciales para caracterizar 

y explotar la dependencia espacial de un conjunto de datos son los siguientes: 

•  Modelos más generales: en la mayoría de los casos, los modelos clásicos 

no espaciales son un caso particular de un modelo espacial. 

•  Estimaciones más eficientes: de la tendencia, de los efectos de variables 

explicativas, de promedios regionales,... 

•  Mejora de las predicciones: más eficientes, con propiedades de 

extrapolación más estables,... 

•  La variación espacial no explicada en la estructura de la media debe ser 

absorbida por la estructura del error, por lo que un modelo que incorpore 

la dependencia espacial puede decirse que esta "protegido" frente a una 

mala especificación de este tipo. Esto en muchos casos tiene como 

resultado una simplificación en la especificación de la tendencia; en 

general los modelos con dependencia espacial suelen tener una descripción 

más parsimoniosa (en ocasiones con muchos menos parámetros) que los 

clásicos modelos de superficie de tendencia.  

 

1.5 ESQUEMA DE LA MONOGRAFÍA  

Como ya se indicó en la sección 1.2 podemos pensar en los procesos 

espacio-temporales como casos especiales de procesos espaciales. De hecho en el 

caso espacio-temporal se utiliza metodología desarrollada inicialmente en la 

geoestadística espacial, empleando en muchos casos las mismas herramientas o 

introduciendo algunas modificaciones. Este es uno de los motivos por los que se 

decidió organizar este trabajo en dos partes. La primera parte - Principios de la 

Geoestadística - consiste en una introducción a la geoestadística, donde se 

pretende realizar una revisión (superficial) de las distintas ideas y herramientas 

desarrolladas para el caso general de procesos espaciales (confiando en que 

también sea de utilidad para aquellas personas no familiarizadas con este tema). 
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El tema central de la segunda parte - Geoestadística espacio-temporal - es el 

modelado (flexible) de la dependencia espacio-temporal. 

En los capítulos del 2 al 5 se intentará dar una visión global de los 

métodos geoestadísticos más conocidos aunque se tratará con mayor detalle las 

distintas propuestas relacionadas con el modelado no paramétrico de la 

dependencia espacial (modelos flexibles de variogramas y covariogramas 

espaciales; capítulo 4 y sección 5.3). Hay que insistir en que las definiciones y 

métodos mostrados a lo largo de estos capítulos son aplicables directamente 

para el caso espacio-temporal (por ejemplo los métodos de predicción espacial 

mostrados en el capítulo 3). Aunque algunas nociones (como por ejemplo el 

concepto de isotropía definido en el capítulo 2) pueden ser poco adecuadas para 

este caso, debido a que los procesos espacio-temporales normalmente no 

presentan el mismo comportamiento en el espacio que en el tiempo. Sin 

embargo, estas ideas pueden ser adaptadas de forma natural para el caso en que 

una de las coordenadas espaciales es temporal.  

Los capítulos del 6 al 9 se centran en el caso espacio-temporal. En el 

capítulo 6 se tiene una revisión de los modelos geoestadísticos de dependencia 

espacio-temporal disponibles en la actualidad; al final de este capítulo se 

proponen algunas familias de modelos flexibles de semivariogramas espacio-

temporales (presentadas inicialmente en Fernández-Casal et al., 2001). En el 

capítulo 7 se trata el problema de la obtención de estimaciones piloto de un 

semivariograma espacio temporal, proponiéndose el empleo de un estimador no 

paramétrico (el estimador lineal local considerado en Fernández-Casal et al., 

2003b). En el capítulo 8 se tiene un ejemplo de aplicación a un conjunto de 

datos meteorológicos (datos de velocidad de viento). En el capítulo 9 se 

muestran los resultados obtenidos en un estudio de simulación y se realizan 

algunas observaciones finales sobre la metodología propuesta.  

Para poder aplicar en la práctica cualquier método geoestadístico resulta 

casi imprescindible disponer de software adecuado. Por este motivo se ha 

invertido mucho tiempo en el desarrollo del código necesario para la 

implementación de los diferentes métodos descritos en este trabajo. Por motivos 

de extensión, y de utilidad práctica, se decidió incluir algunas librerías 

únicamente en formato electrónico en el cd-rom adjunto. Es importante destacar 

que actualmente muchas de estas rutinas son versiones preliminares y serán 

modificadas (también se irán añadiendo otras nuevas); las últimas 
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actualizaciones estarán disponibles en la página web http://eiosun.uvigo.es/ 

staff/rubenfc/rubenfc.html (o solicitándolas en la dirección de correo electrónico 

rubenfc@uvigo.es). El fichero “léame.txt” contiene información sobre las 

diferentes herramientas y utilidades incluidas en el cd-rom.  
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PRINCIPIOS DE LA 
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CAPÍTULO 2 

 

PROCESOS ESPACIALES ESTACIONARIOS  

 

 

 

Por geoestadística entendemos la parte de la estadística que estudia los 

procesos espaciales con índice espacial continuo (ver secciones 1.2 y 1.3). En la 

sección 2.1 se definen los principales procesos de este tipo habitualmente 

considerados en geoestadística y se introducen dos funciones relacionadas con 

estos procesos, el covariograma y el variograma. Algunas propiedades de estas 

funciones, que podríamos decir que son las herramientas fundamentales de la 

geoestadística, se muestran en la sección 2.2.  

 

2.1 INTRODUCCIÓN 

Supongamos que { }( ) :z D∈s s  es una realización del proceso espacial: 

 { }( ) :Z D∈s s � (2.1) 

con dD ⊂  fijo y volumen d-dimensional positivo. El proceso aleatorio (2.1) 

usualmente se caracteriza a través de las distribuciones finito-dimensionales: 

 1,..., 1 1 1( ,..., )  { ( ) ,..., ( ) }m m m mz z P Z z Z zF = ≤ ≤s s s s � (2.2) 

que deben verificar las condiciones habituales de simetría y consistencia: 

•  Simetría:  

 111 ... ,..., 1( ,..., ) ( ,..., )i i mmm, , i i mz z z zF F=s s s s , 

donde 1,..., mi i  es una permutación de los índices 1,..., m. 

•  Consistencia: 

 
1 1 1,..., , ,..., ,...,1 1( ,..., , ,..., ) ( ,..., )m mm m k m mz z z zF F+ +

∞ ∞ =s s s s s s . 
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Además se suele suponer la existencia de las funciones de densidad 

correspondientes a (2.2): 

 
11 ,...,,..., 1 1

1
( ,..., )  ( ,..., )mm

m

m m
m

f z z z zFz z
∂=

∂ ∂ s ss s . 

Por ejemplo, un proceso espacial independiente (también denominado de 

memoria cero o ruido blanco) está completamente caracterizado por las 

funciones de densidad univariantes ( )f zs , ya que en este caso: 

 
1,..., 1

1
( ,..., )  ( )

m i

m

m i
i

f z z f z
=

= ∏s s s . 

En general no se puede disponer de una realización completa del proceso 

Z(⋅) y solamente se observa un conjunto de valores { }1( ),..., ( )nz zs s  en unas 

posiciones espaciales conocidas { }1,..., ns s  (que por lo general van a ser 

irregulares, i.e. los datos no van a estar situados en una rejilla). Como los datos 

observados son una realización parcial es necesario hacer algunas suposiciones 

acerca del proceso de forma que sea posible la inferencia sobre el mismo. Por 

ejemplo, supondremos que existe: 

 ( )( ) ( ) ,  E Z Dµ = ∀ ∈s s s , 

(la función ()µ ⋅  se suele denominar tendencia), y en ocasiones también: 

 ( )2( ) ( ) ,  Var Z Dσ = ∀ ∈s s s . 

Además se suele asumir algún tipo de estacionariedad del proceso, por 

ejemplo, a continuación se enumeran las habitualmente consideradas (de mayor 

a menor restricción). 

 

PROCESO ESTRICTAMENTE ESTACIONARIO  

El proceso Z(⋅) se dice estrictamente estacionario si se verifica que: 

 1 1,..., ,...,1 1( ,..., ) ( ,..., ),  , 1m mm mz z z z D mF F+ + = ∀ ∈ ∀ ≥s h s h s s h , 

(i.e. al trasladar en cualquier dirección una configuración de posiciones la 

distribución conjunta no varia). 
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PROCESO ESTACIONARIO DE SEGUNDO ORDEN 

Si el proceso Z(⋅) verifica que: 

 ( ( )) ,  E Z Dµ= ∀ ∈s s ,  

 1 2 1 2 1 2( ( ), ( )) ( ),  ,Cov Z Z C D= − ∀ ∈s s s s s s ,  

se dice que es estacionario de segundo orden (algunos autores también lo 

denominan proceso estacionario homogéneo o débilmente estacionario). La función 

()C ⋅  se denomina covariograma. Si además 0( ) ( )C C=h h  (sólo depende de la 

magnitud y no de la dirección del salto) se dice que el covariograma es isotrópico. 

En algunos casos para modelar la dependencia espacial de procesos 

estacionarios de segundo orden, en lugar del covariograma se suele utilizar el 

correlograma, definido por: 

 [ ]
( )( ) 1, 1
( )

C
C

ρ = ∈ − +hh
0

, 

suponiendo que ( ) 0C >0 . 

 

PROCESO INTRÍNSECAMENTE ESTACIONARIO  

El proceso Z(⋅) se dice intrínsecamente estacionario (también 

denominado proceso espacial de incrementos estacionarios u homogéneos) si se 

verifica que: 

 ( ( )) ,  E Z Dµ= ∀ ∈s s ,  

 1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) 2 ( ),  ,Var Z Z Dγ− = − ∀ ∈s s s s s s .  

La función 2 ()γ ⋅  se denomina variograma y ( )γ ⋅  semivariograma (aunque 

algunos autores utilizan también la denominación de variograma para referirse a 

( )γ ⋅ ). Si además 0( ) ( )γ γ=h h  (sólo depende de la distancia) se dice que el 

variograma es isotrópico. 

 

RELACIÓN ENTRE LOS DISTINTOS TIPOS DE PROCESOS ESTACIONARIOS 

Si un proceso es estrictamente estacionario y su momento de segundo orden 

es finito entonces es estacionario de segundo orden. Además, como es bien 



PRINCIPIOS DE LA GEOESTADÍSTICA 

 

16 

conocido, en el caso de procesos normales ambas propiedades son equivalentes (ya 

que están caracterizados por su media y covarianza). 

La clase de procesos intrínsecamente estacionarios es más general que la 

clase de procesos estacionarios de segundo orden. Si un proceso estacionario de 2º 

orden tiene covariograma C(⋅), como: 

 
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ( ) - ( )) ( ( )) ( ( )) - 2 ( ( ), ( ))

( ( ) - ( )) 2 ( ) - ( - ) ,

Var Z Z Var Z Var Z Cov Z Z

Var Z Z C C

= +

=

s s s s s s

s s 0 s s
 

entonces su variograma viene dado por: 

 2 ( ) 2( ( ) - ( ))C Cγ =h 0 h , (2.3) 

y por tanto es un proceso intrínsecamente estacionario. El reciproco en general 

no es cierto (por ejemplo el caso de un movimiento Browiano isotrópico d-

dimensional, ver p.e. Cressie, 1993, p. 68), aunque sí se verifica en muchos casos. 

Si el variograma está acotado1 y: 

 lim ( ) ( )γ γ
→∞

= ∞
h

h , 

entonces podemos obtener2 el covariograma correspondiente como: 

 ( ) ( ) - ( )C γ γ= ∞h h , 

(ver p.e. Matheron, 1973, pp. 454-457). La relación entre el variograma y el 

covariograma se ilustra en la figura 2.1. 

También se puede pensar en un proceso intrínsecamente estacionario 

como un proceso cuyos incrementos: 

 ( ) ( ) ( )Y Z Z= + −h s s h s ,  

son estacionarios. A partir del semivariograma ( )γ ⋅  del proceso Z(⋅) podemos 

obtener cualquier covarianza entre incrementos, ya que: 

                                      

1 Además, en casos en los que el semivariograma parece no estar acotado (y por tanto 

el proceso no es aparentemente estacionario de segundo orden), resulta que el proceso 

no tiene media constante y puede ser modelado como una función de tendencia más 

residuos estacionarios. 

2 Suponiendo que ( ) 0lim C
→∞

=
h

h . 
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 1 21 2 1 1 2 1 2 2

1 1 2 2 1 2

( ( ), ( )) ( ) ( )

( ) ( ).

Cov Y Y γ γ

γ γ

= + − + − −

− + − − − −
h hs s s h s s s h

s h s h s s
 (2.4)
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Figura 2.1: Relación entre el covariograma y el variograma (caso 

unidimensional). 

 

PROCESOS ESPACIALES ERGÓDICOS 

En general no se puede disponer de múltiples realizaciones del proceso de 

interés Z(⋅) (ni siquiera de una realización completa, ya que normalmente sólo se 

observa un conjunto de valores { }1( ),..., ( )nz zs s ) y por tanto deberíamos poder 

estimar los parámetros de interés del proceso a partir de una única realización. 

En otros campos, como por ejemplo en el caso de series de tiempo, los procesos 

aleatorios en los que esto es posible han sido ampliamente estudiados y son 

denominados procesos ergódicos (o se dice que poseen la propiedad de 

ergodicidad). Esta propiedad garantiza la convergencia (en media cuadrática) de 

los promedios muestrales de interés a sus correspondientes teóricos, y se habla 

por ejemplo, de ergodicidad en media (o covarianza) cuando la media (o 

covarianza) muestral convergen en media cuadrática a la media (o covarianza) 

teórica. 
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Se ha generalizado esta noción de ergodicidad para procesos espaciales en el 

caso en el que el dominio donde se realiza el promedio tiende a infinito (en todas 

direcciones). Por ejemplo, se dice que el proceso espacial Z(⋅) es ergódico en media 

si su media es constante ( ( ))E Z µ=s  y además: 

 1lim ( )
(2 ) L

d UL
Z d

L
µ

→∞
=∫ s s , 

donde el dominio de integración es el cubo d-dimensional LU =  

{ }: ,  1,...,is L i d< =s . Se han establecido también condiciones necesarias y 

suficientes para que esto ocurra (algunas basadas en representaciones 

espectrales, sección 2.2.3). Por ejemplo, una condición suficiente para que un 

proceso estacionario de segundo orden sea ergódico en media es que: 

 ( ) 0lim C
→∞

=
h

h , (2.5) 

aunque no es una condición necesaria.  

De forma análoga al caso anterior se pueden definir otros tipos de 

ergodicidad, como la ergodicidad en la covarianza o en el semivariograma. Por 

ejemplo, en Yaglom (1986, vol. 1, cap. 3, secciones 16 y 17) y Christakos (1992, 

cap. 2, sección 12) se tiene una discusión más detallada sobre estas propiedades. 

Es importante destacar entre los resultados obtenidos que, en el caso de 

procesos normales, la condición (2.5) es suficiente para que el proceso sea 

ergódico. 

 En algunas ocasiones en geoestadística es imposible extender de forma 

infinita el dominio y, en lugar de considerar el comportamiento asintótico 

cuando el dominio tiende a infinito (“increase-domain asymptotics”), interesa 

estudiar el comportamiento asintótico del proceso cuando el dominio D donde 

está definido el proceso permanece fijo y la densidad de muestreo tiende a 

infinito3 (“infill asymptotics”). En estos casos solamente es de interés el 

comportamiento del variograma (o covariograma) cerca del origen y por lo tanto 

es suficiente con que se verifique algún tipo de ergodicidad cerca del origen. Este 

tipo de ergodicidad fue denominado por Matheron (1978) micro-ergodicidad 

(también se denomina quasi-ergodicidad). Para más detalles sobre esta clase de 

                                      
3 Para más detalles sobre los dos tipos de conductas asintóticas tradicionalmente 

consideradas en geoestadística ver p.e. Cressie (1993, sección 5.8). 
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ergodicidad ver p.e. Christakos (1992, cap. 2, ejemplo 2) o Chilès y Delfiner 

(1999, sección 2.9.2). 

 Más recientemente se ha considerado una combinación de las dos 

conductas asintóticas tradicionales (e.g. Hall et al., 1994; García-Soidán et al., 

2003a y 2003b; Lahiri et al., 2003), y se han estudiado comportamientos 

asintóticos cuando simultáneamente el dominio se extiende de forma infinita y el 

número de observaciones tiende a infinito, de forma que la densidad de muestreo 

sobre cualquier volumen fijo tiende también a infinito (podríamos decir que el 

relleno tiene prioridad sobre la expansión del dominio). 

 En la práctica, la hipótesis de ergodicidad no es realmente un problema y 

simplemente se asume que el proceso es ergódico en media y en covarianza o 

variograma, según convenga.  

 

PROCESOS AGREGADOS 

En algunos casos los datos pueden ser agregaciones espaciales en lugar de 

observaciones puntuales (e incluso observaciones sobre distintos soportes) o, por 

ejemplo, puede ser de interés la estimación de medias espaciales a partir de 

datos puntuales. Estas agregaciones pueden ser modeladas como el promedio de 

un proceso puntual, lo que permite deducir fácilmente las relaciones entre 

covariogramas y variogramas vinculados a diferentes soportes. 

Supongamos que el proceso espacial Z(⋅) definido sobre dD ⊂  es 

integrable en media cuadrática. Entonces, si B D⊂  es un subconjunto acotado e 

integrable, se puede definir el proceso espacial agregado (también se denomina 

regularizado) como: 

 
{ }

1 ( ) si 0
( )

media ( ) : si 0
B

Z d B
BZ B

Z B B

 >≡  ∈ =

∫ s s

s s
 

siendo 
B

B d= ∫ s .� 

Si por ejemplo el proceso puntual es intrínsecamente estacionario con 

semivariograma ( )γ ⋅ , entonces a partir del variograma puntual podemos obtener 

el variograma del proceso agregado: 
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( )
1 1

2 2

1 2

1 2 2
1

2
2

1 2

1( ) ( ) ( )

1 ( )

1 2 ( ) .

B B

B B

B B

Var Z B Z B d d
B

d d
B

d d
B B

γ

γ

γ

− = − −

− −

+ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

s u s u

s u s u

s u s u

 

Aunque nos centraremos en el caso de soporte puntual, los métodos 

descritos en este trabajo pueden ser extendidos para el caso de distintos soportes 

(para más detalles sobre el problema de cambio de soporte ver p.e. Cressie, 

1993, sección 5.2 ó Chilès y Delfiner, 1999, sección 2.4). 

 

2.2 PROPIEDADES DEL COVARIOGRAMA Y DEL VARIOGRAMA 

El variograma y el covariograma son las funciones habitualmente 

consideradas en geoestadística para el modelado de la dependencia espacial o 

espacio-temporal, y son consideradas como un parámetro (de especial interés) 

del proceso. En la práctica normalmente se suele utilizar el variograma, no sólo 

porque es más general (puede existir en casos en que el covariograma no), sino 

por las ventajas en su estimación (sección 4.1.1). No obstante, en muchos casos 

se recurre a la relación (2.3) para construir modelos de variograma a partir de 

covariogramas, por lo que es importante también el estudio de estas funciones. 

 

2.2.1 Propiedades elementales 

El variograma y el covariograma deben verificar ciertas propiedades que 

sus estimadores no siempre verifican, entre ellas: 

 

PROPIEDADES ELEMENTALES DEL COVARIOGRAMA 

Si Z(⋅) es un proceso estacionario de segundo orden con covariograma 

C(⋅), entonces se verifica4 que: 

                                      
4 Realmente sólo en el caso de procesos reales el covariograma es necesariamente una 

función par. 
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 ( )( ) ( ) 0C Var Z= ≥0 s , 

 ( ) ( )C C= −h h , 

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

 ( ) ( )C C≤h 0 . (2.6) 

Además, el covariograma debe ser semidefinido positivo, es decir: 

 1 1
( ) 0

1, , ; 1,..., ,

m m

i j i j
i j

i i

a a C

m D a i m
= =

− ≥

∀ ≥ ∀ ∈ ∀ ∈ =

∑∑ s s

s
 (2.7) 

ya que: 

 
1 1 1

( ) ( )
m m m

i j i j i i
i j i

a a C Var a Z
= = =

   − =     
∑∑ ∑s s s   

La condición (2.7) es necesaria y suficiente para que exista un proceso 

estacionario de segundo orden con covariograma C(⋅) (se puede construir un 

proceso normal multivariante con covarianzas definidas por C(⋅)). Por tanto la 

clase de covariogramas válidos en d  es equivalente a la clase de funciones 

semidefinidas positivas en d . 

Algunas propiedades adicionales que verifican los covariogramas son las 

siguientes5: 

1. Si ()C ⋅  es un covariograma válido en d , entonces ()aC ⋅ , 0a∀ ≥ , es 

también un covariograma válido en d . 

2. Si 1()C ⋅  y 2()C ⋅  son covariogramas válidos en d , entonces 

1 2() ()C C⋅ + ⋅  es un covariograma válido en d . 

3. Si 1()C ⋅  y 2()C ⋅  son covariogramas válidos en d , entonces 

1 2() () ()C C C⋅ = ⋅ ⋅  es un covariograma válido en d . 

                                      
5 Se han derivado también relaciones entre las propiedades de continuidad (y 

derivabilidad) del covariograma en el origen y las propiedades de continuidad (y 

diferenciabilidad) en media cuadrática del proceso Z(⋅). Tales como que un proceso 

estacionario de segundo orden es continuo en media cuadrática si y sólo si su 

covariograma es continuo en el origen. Para más detalles ver p.e. Stein (1999, sección 

2.4). 
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4. Si (),kC k⋅ ∀ ∈ , son covariogramas válidos en d  y 

lim ( ) ( ), d
k kC C→∞ = ∀ ∈h h h , entonces C(⋅) es un covariograma 

válido en d . 

5. Si ( )C θh  es un covariograma válido en d , Aθ∀ ∈ ⊂  y dµ  es 

una medida positiva definida sobre A, entonces: 

 ( ) ( )
A
C dθ µ θ∫ h  (2.8) 

es un covariograma válido en d , siempre que la integral exista 
d∀ ∈h . 

6. Un covariograma isotrópico válido en d  es también un covariograma 

isotrópico válido en m , m d∀ ≤  (el recíproco no es en general 

cierto, ver p.e. Cressie, 1993, p. 84). 

 

La propiedad 3 está relacionada con el concepto de separabilidad, 

equivale a suponer que el proceso Z(⋅) se obtiene como producto de dos procesos 

estacionarios de segundo orden independientes: 1 2( ) ( ) ( )Z Z Z=s s s , con 

covariogramas 1()C ⋅  y 2()C ⋅  respectivamente. La propiedad 6 se deduce de forma 

inmediata teniendo en cuenta que si consideramos solamente m coordenadas de 

un proceso intrínsecamente estacionario de segundo orden en d  (m < d), se 

obtiene un proceso intrínsecamente estacionario de segundo orden en m  (esta 

propiedad se puede generalizar también para el caso no isotrópico). Las demás 

propiedades se deducen de la definición de función semidefinida positiva. 

 

PROPIEDADES ELEMENTALES DEL VARIOGRAMA 

Si ( )γ ⋅  es el semivariograma de un proceso intrínsecamente estacionario 

Z(⋅), entonces se verifica que: 

 ( ) 0γ =0 , 

 ( ) ( )γ γ= −h h , 

 ( ) 0γ ≥h . 

El semivariograma debe ser además condicionalmente semidefinido 

negativo, es decir: 
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 1 1

1

( ) 0

1, , ; 1,..., , tales que 0.

m m

i j i j
i j

m

i i i
i

a a

m D a i m a

γ
= =

=

− ≤

∀ ≥ ∀ ∈ ∀ ∈ = =

∑∑

∑

s s

s
 (2.9) 

Esto se deduce teniendo en cuenta que: 

 ( )
2

2

1 1 1

1( ) ( ) ( )
2

m m m

i i i j i j
i i j

a Z a a Z Z
= = =

  = − −   ∑ ∑∑s s s ,  

y tomando esperanzas: 

 
1 1 1

( ) ( ) 0
m m m

i j i j i i
i j i

a a Var a Zγ
= = =

   − = − ≤    
∑∑ ∑s s s ,  

utilizando en ambos casos que 
1

0
m

i
i

a
=

=∑ .  

La condición (2.9) es necesaria pero no suficiente (aunque pocas 

condiciones adicionales son necesarias para que el recíproco sea cierto), ver 

sección 2.2.3. Algunas propiedades adicionales que verifica un variograma son 

las siguientes: 

1. Si ( )γ ⋅  es un semivariograma válido en d , entonces ( )aγ ⋅ , 0a∀ ≥ , 

es también un semivariograma válido en d . 

2. Si 1()γ ⋅  y 2()γ ⋅  son semivariogramas válidos en d , entonces 

1 2() ()γ γ⋅ + ⋅ , es también un semivariograma válido en d . 

3. El semivariograma debe crecer más lentamente que 2h  (Matheron, 

1971), es decir: 

 2
( ) 0lim

h

γ
→∞

=h
h

. 

4. Un variograma isotrópico válido en d  es también un variograma 

isotrópico válido en m , m d∀ ≤ . 

 

La propiedad 2 equivale a suponer que el proceso Z(⋅) se obtiene como 

suma de dos procesos intrínsecamente estacionarios independientes: 

1 2( ) ( ) ( )Z Z Z= +s s s , con semivariogramas 1()γ ⋅  y 2()γ ⋅  respectivamente6.  

                                      
6 Se suele recurrir a esta idea para la obtención de modelos de variograma válidos, 

como p.e. en el caso de anisotropía zonal (sección 2.2.2) o en el caso del modelo lineal 
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CARACTERÍSTICAS DEL VARIOGRAMA (COVARIOGRAMA) 

Hay ciertas características geométricas del variograma (o del 

covariograma) de especial importancia7, las principales se comentan a 

continuación.  

Supongamos que Z(⋅) es un proceso intrínsecamente estacionario con 

semivariograma ( )γ ⋅ . 

 

Umbral 

Si el variograma está acotado y : 

 2( )lim γ σ
→∞

=
h

h , 

a 2σ  se le denomina umbral del semivariograma. 

Si el proceso Z(⋅) es estacionario de segundo orden y lim ( ) 0C→∞ =h h  

(por ejemplo cuando se trata de un proceso normal ergódico) entonces 
2 ( )Cσ = 0 . 

 

Rango 

Si 2σ  es el umbral del semivariograma (suponiendo que existe), se define 

el rango del semivariograma en la dirección 0 0 0
d= ∈e h h  como: 

 ( ){ }2
0 0min : ( 1 ) ,  0r r rγ ε σ ε= + = ∀ >e . 

El rango en la dirección 0e  puede interpretarse como el salto h a partir del cual 

no hay correlación entre ( )Z s  y 0( )Z h±s e , por tanto está íntimamente ligado a 

la noción de “zona de influencia” (y va a tener un papel importante en la 

determinación de criterios de vecindad; sección 3.4.3). 

 

                                                                                                             
de (co)regionalización (secciones 4.2.3 y 5.3.2). 
7 Además de poder interpretar su influencia en la predicción espacial (sección 3.4.2), son 

utilizadas en la parametrización de la mayoría de los modelos de variogramas o 

covariogramas (sección 4.2.2). 
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Efecto Nugget (Pepita) 

Como ya se comentó anteriormente, siempre se verifica que ( ) 0γ =0 , sin 

embargo puede ser que: 

 0( ) 0lim cγ
→

= >
h 0

h ,  

entonces 0c  se denomina efecto nugget8 (Matheron, 1962). Además, si 2σ  es el 

umbral del semivariograma (suponiendo que existe), a 2
0cσ −  se le denomina 

umbral parcial. 

 Una condición necesaria y suficiente para que el proceso Z(⋅) sea continuo 

en media cuadrática (i.e. ( )2lim ( ) ( ) 0E Z Z→ − + =h 0 s s h ) es que el variograma 

sea continuo en el origen9, ya que en el caso de procesos intrínsecamente 

estacionarios: 

 ( )2( ) ( ) 2 ( )E Z Z γ− + =s s h h . 

Entonces la presencia de efecto nugget indica que (en teoría) el proceso no es 

continuo y por tanto altamente irregular. 

 En general, podemos pensar que la presencia de un efecto nugget es 

debido a la existencia de un proceso de microescala con rango inferior a la 

mínima distancia entre las posiciones muestrales10 o a error de medida. Por 

ejemplo, puede ser de gran utilidad considerar el siguiente modelo (Cressie, 

1993, pp. 112-113) para el proceso Z(⋅): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z Wµ η ε= + + +s s s s s , (2.10) 

donde: 

                                      
8 El origen de esta denominación esta relacionado con la terminología minera. En algunos 

yacimientos de metal, como por ejemplo en el caso del oro, el mineral suele obtenerse 

como pepitas de material puro y estas pepitas normalmente son más pequeñas que el 

tamaño de la unidad de muestreo (lo que produce una variabilidad adicional en la 

muestra). 
9 Análogamente al caso del covariograma, se han derivado también relaciones entre las 

propiedades de derivabilidad del variograma en el origen y las propiedades de 

diferenciabilidad en media cuadrática del proceso Z(⋅); por ejemplo en Chilès y Delfiner 

(1999, sección 2.3.1) se tienen algunas. 
10 Cuando el rango del proceso de microescala es inferior al tamaño de la unidad de 

muestreo es el caso de un “verdadero” efecto nugget. 
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•  ( )( ) ( )E Zµ =s s  es la estructura de la media (determinística), 

también denominada variación de larga escala. 

•  ( )W s  es un proceso intrínsecamente estacionario de media cero, 

continuo (en media cuadrática) y cuyo variograma tiene rango, si 

existe, mayor que { }min : 1i jm i j n= − ≤ < ≤s s . Este 

proceso se suele denominar variación de pequeña escala. 

•  ( )η s  es un proceso intrínsecamente estacionario de media cero, 

independiente de ( )W s  y cuyo variograma tiene rango (existe) 

menor que m. Este proceso se suele denominar variación de micro-

escala. 

•  ( )ε s  es un proceso ruido blanco de media cero, independiente de 

( )W s  y ( )η s , y con varianza EMc . Este proceso se denomina 

también error de medida o simplemente ruido. 

A partir de la descomposición (2.10) obtenemos que: 

 () () ()Z W EMcηγ γ γ⋅ = ⋅ + ⋅ + .  

Además, si el efecto nugget del proceso de micro-escala es MSc , entonces:  

 0 MS EMc c c= + ,  

ya que el efecto nugget del proceso de pequeña escala es nulo. La mayoría de los 

autores (p.e. Matheron) generalmente suponen que la variación de micro-escala no 

es continua; sin embargo, si se espera la continuidad del proceso en la micro-escala 

(i.e. 0MSc = ) la única razón posible para 0 0c >  es error de medida. En la 

práctica sólo se conocen los datos { }1( ),..., ( )nz zs s  y no se sabe nada del 

variograma a distancias menores que { }min : 1i jm i j n= − ≤ < ≤s s . Por 

tanto, a no ser que algunas posiciones espaciales estén muy próximas, no se puede 

distinguir si la variación de micro-escala es continua o no. 

Supongamos que 2
Wσ  es el umbral del variograma del proceso W(⋅) y 2

ησ  

el del proceso ()η ⋅  entonces: 

 2 2 2
Z W EMcησ σ σ= + + . 

En la práctica no es fácil determinar el efecto nugget a partir de datos 

con posiciones espaciales muy separadas. Una estimación de 0c  se obtiene 

extrapolando un variograma experimental cerca del origen, aunque así estamos 
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estimando en realidad 2
EMcησ + . Por este motivo, en muchos casos se suele 

denominar umbral parcial a 2 2 2
W Z EMcησ σ σ= − −  en lugar de a 2

0Z cσ − .  

La proporción del efecto nugget en el umbral total 2
0 /c σ  proporciona 

mucha información acerca del grado de dependencia presente en los datos. Por 

ejemplo, en el caso en que toda la variabilidad es efecto nugget (i.e. 0( ) cγ =h , 

∀ ≠h 0 ) entonces 1( )Z s  y 2( )Z s  son incorrelados 1 2, D∀ ∈s s  independiente-

mente de lo cerca que estén (el proceso Z(⋅) es ruido blanco). 

En la figura 2.2 se muestran las relaciones entre las distintas 

características del semivariograma. 

 

0 m 
h

γ(h) 

0 
0 MS EMc c c= +

2
Zσ

2
EMcησ +

0r

 
Figura 2.2: Semivariograma genérico en 1 . 

 

2.2.2 Representación espectral 

Los métodos espectrales son una herramienta de gran utilidad en el 

estudio de procesos espaciales (y espacio-temporales). En esta sección solamente 

se mostraran algunos resultados relativos a la representación de variogramas y 

covariogramas continuos (centrándonos principalmente en este último caso). Un 

tratamiento más detallado se tiene por ejemplo en los libros de Yaglom (1986) y 

Christakos (1992), otras referencias donde se trata con bastante detalle este 
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tema son por ejemplo Stein (1999, secciones 2.5 a 2.10) y Chilès y Delfiner 

(1999, sección 2.3.3). 

 

REPRESENTACIÓN ESPECTRAL DEL COVARIOGRAMA 

Como ya se comentó en la sección 2.2.1, la clase de covariogramas válidos 

en d  es equivalente a la clase de funciones semidefinidas positivas en d . 

Podemos caracterizar las funciones de este tipo a partir de su representación 

espectral (resultado que facilita notablemente la obtención de modelos válidos 

de covariogramas).  

Supongamos por el momento que Z(⋅) es un proceso espacial (real) en dR  

estacionario de segundo orden con covariograma C(⋅) continuo en el origen. 

Por el teorema de Bochner (Bochner, 1955), como C(⋅) es una función 

semidefinida positiva y continua en el origen, admite una representación de la 

forma: 

 ( )( ) ( )d
iC e dF⋅= ∫ hh ω ω , (2.11) 

donde dF es una medida positiva finita, siendo el recíproco también cierto. 

Si la función F es diferenciable, la ecuación (2.11) puede expresarse como: 

 ( )( ) ( )d
iC e f d⋅= ∫ hh ω ω ω ,  

siendo ( )f ω  la función de densidad espectral11: 

 
( )

( )1( ) ( )
2 d

i
df e C d

π
− ⋅= ∫ h h hωω ,  

verificando además que ( ) 0f ≥ω . 

Como en el caso de procesos reales el covariograma es una función par (i.e. 

( ) ( )C C= −h h ), podemos sustituir en las expresiones anteriores los factores 

exponenciales por cosenos, obteniendo entonces que: 

 ( ) cos( ) ( )dC f d= ⋅∫h hω ω ω , (2.12) 

                                      
11 A partir de esta expresión podemos pensar que ( )f C 0 es la función de densidad de 

probabilidad de un vector aleatorio con función característica ( )C C 0 , lo que nos 

brinda otra alternativa para la obtención de covariogramas válidos. 
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y la función de densidad espectral: 

 
( )

1( ) cos( ) ( )
2 ddf C d
π

= ⋅∫ h h hω ω , (2.13) 

es también una función par. 

Si el covariograma es isotrópico: 

( ) ( );  C C r r≡ =h h , 

entonces: 

( ) ( );  f f λ λ≡ =ω ω . 

Las ecuaciones (2.12) y (2.13) pueden transformarse (pasando a 

coordenadas esféricas, ver p.e. Stein, 1999, pp. 43-44) en sus correspondientes 

expresiones isotrópicas:  

 ( )
( 2) 2 12

( 2) 20

( )
( ) 2 ( )

( )

d dd
d

J r
C r f d

r

λ
π λ λ λ

λ
∞ − −

−= ∫ , (2.14) 

 
( )

( 2) 2 1
2 ( 2) 20

( )1
( ) ( )

2 ( )

d d
d d

J r
f C r r dr

r

λ
λ

π λ
∞ − −

−= ∫ ,  

donde ()Jυ ⋅  es la función de Bessel de orden υ , que puede expresarse (ver 

Abramovitz y Stegun, 1965, 9.1.20 y 9.1.10) como: 

 

( )

( ) ( )

1
2

1
22

01
2

21
41

2
0

( ) cos( cos )sen
( )

 .
! ( 1)

k

k

z
J z z d

z
z

k k

υ π υ
υ

υ

θ θ θ
π υ

υ

∞

=

=
Γ +

−
=

Γ + +

∫

∑
 (2.15) 

A partir de esto, podemos pensar en rescribir (2.14) para que sea más 

manejable definiendo: 

 ( ) ( )( 2) 2

( 2) 2
2( ) ( )

2

d

d d
dx J x

x
κ

−

−= Γ , (2.16) 

y obtendríamos: 

 

2
1

02

0

2( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ),

d
d

dd

d d

C r r f d

r dG

π κ λ λ λ λ

κ λ λ

∞ −

∞

=
Γ

=

∫

∫
 (2.17) 
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donde dG  es una función acotada no decreciente en [0, )∞ , de la forma: 

 ( ) ( )dG dF
λ

λ
<

= ∫ ω
ω ,  

siendo dF una medida positiva simétrica. 

Además, teniendo en cuenta (2.15) y (2.16), se puede ver que (0) 1dκ = , 

y por tanto: 

 
0

(0) ( )dC dG λ
∞

= ∫ .  

En general las expresiones de la ecuación (2.17) incluyen funciones 

trigonométricas cuando d es impar y funciones de Bessel de orden entero cuando 

d es par. Por ejemplo, simplificando la notación, en los casos particulares de d = 

1, 2 y 3 obtendríamos: 

•  d = 1: 1( ) cosx xκ ≡ ,  
0

( ) cos( ) ( )C r r dGλ λ
∞

= ∫ .  

•  d = 2: 02( ) ( )x J xκ ≡ ,  00
( ) ( ) ( )C r J r dGλ λ

∞
= ∫ .  

•  d = 3: 3
sen( ) xx

x
κ ≡ ,  

0

sen( ) ( )rC r dG
r
λ λ

λ
∞

= ∫ . 

 Como se vio en la sección 2.2.1, un covariograma isotrópico válido en d  

es también un covariograma isotrópico válido en m , m d∀ ≤ . Además, se puede 

deducir de los resultados anteriores (teniendo en cuenta que 
21 2((2 ) ) x

d d x eκ −→  

uniformemente en x cuando d → ∞ ), que una función es un covariograma 

válido en cualquier dimensión si y sólo si admite una representación de la 

forma12: 

 
2 2

0
( ) ( )rC r e dGλ λ

∞ −= ∫ ,  

siendo G una función acotada no decreciente en [0,∞) (ver p.e. Stein, 1999, pp. 

44-45). Por lo tanto denotaremos: 

 
2

( ) xx eκ −
∞ ≡ . (2.18) 

                                      
12 Otra condición necesaria y suficiente es que 1

2( ) ( )g r C r=  sea completamente 

monótona para 0r ≥  (Schoenberg, 1938, p.821); en la sección 6.2 se tiene la definición de 

este tipo de funciones. 
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En general, el covariograma puede no ser continuo en el origen (presencia 

de efecto nugget); en ese caso, podemos expresarlo como: 

 { }
0

0( ) ( ) ( )C c C= +0h h hI , (2.19) 

donde 0 0c ≥  es el efecto nugget, { }()⋅0I  es la función indicadora del origen y 
0()C ⋅  es un covariograma continuo en el origen que admite la correspondiente 

representación espectral. A partir de (2.19) y (2.3) se deduce que la expresión 

del correspondiente semivariograma es 

 ( )0 0 0
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )C C c C Cγ = − = + −h 0 h 0 h , (2.20) 

para ≠h 0  (hay que recordar que siempre se verifica que ( ) 0γ =0 ). 

 

REPRESENTACIÓN ESPECTRAL DEL SEMIVARIOGRAMA 

Como se mostró en la sección 2.2.1 el semivariograma de un proceso 

intrínsecamente estacionario es necesariamente condicionalmente semidefinido 

negativo. Para determinar las condiciones en las que el recíproco es cierto, es de 

utilidad el siguiente resultado: 

Si ()g ⋅  es una función continua en d  verificando ( ) 0g =0 , entonces las 

siguientes afirmaciones son equivalentes (Schoenberg, 1938; Neuman y Schoenberg, 

1941): 

1. ( )g h  es condicionalmente semidefinida negativa. 

2. ( )tge− h  es semidefinida positiva (i.e. un covariograma) 0t∀ > . 

3. ()g ⋅  es de la forma: 

 2
1 cos( )( ) ( ) ( )dg dF Q− ⋅= +∫ hh hω ωω , (2.21) 

donde () 0Q ⋅ ≥  es una forma cuadrática y dF es una medida 

positiva, simétrica y continua en el origen que verifica: 

 2
1 ( )

1d dF <∞
+∫ ωω . 

A partir de este resultado, puede deducirse (p.e. Cressie 1993, pp. 87-88) 

que si ( )γ ⋅  es una función condicionalmente semidefinida negativa con13 ( ) 0Q ⋅ =  

                                      
13 Algunos autores definen el semivariograma como ( )21

2( ) ( ) ( )E Z Zγ = − +h s s h , en 

cuyo caso puede ser que () 0Q ⋅ > . 
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en la representación (2.21), entonces es el variograma de un proceso 

intrínsecamente estacionario en d . 

Análogamente al caso anterior, si el semivariograma es isotrópico: 

( ) ( );  r rγ γ≡ =h h , 

la representación espectral isotrópica correspondiente a (2.21) es: 

 20

1 ( )
( ) ( )d r
r dG

κ λ
γ λ

λ
∞ −

= ∫ , (2.22) 

donde ()dκ ⋅  está definida por (2.16) y G es una función acotada no decreciente 

en [0,∞) que verifica: 

 20

1 ( )
1

dG λ
λ

∞
< ∞

+∫ . (2.23) 

Además, en las condiciones anteriores de la representación (2.22), se 

puede ver (Christakos, 1984) que es equivalente a la restricción (2.23) que se 

verifique que: 

 2
( )

0lim
r

r
r
γ

→∞
= . 

Para el caso general en el que el semivariograma no es necesariamente 

continuo en el origen, basta tener en cuenta que podemos expresarlo (utilizando 

la misma notación que en (2.19)) como: 

 { }( ) 0
0( ) 1 ( ) ( )cγ γ= − +0h h hI ,  

siendo 0()γ ⋅  un semivariograma continuo en el origen. 

 

2.2.3 Anisotropía 

La hipótesis de isotropía simplifica notablemente el modelado de la 

dependencia espacial por lo que la mayoría de los modelos (básicos) de 

semivariogramas considerados en geoestadística son isotrópicos (ver sección 4.2). 

Sin embargo, en muchos casos no se puede asumir que la dependencia es igual 

en cualquier dirección (uno de los ejemplos más claros es el caso espacio-

temporal, donde en principio no es lógico pensar que un salto espacial es 

equivalente a un salto temporal). En esos casos se suelen considerar ligeras 

variaciones de la hipótesis de isotropía para modelar la dependencia espacial. En 
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esta sección se comentan brevemente las distintas aproximaciones 

tradicionalmente consideradas en geoestadística (para más detalles ver p.e. 

Chilès y Delfiner, 1999, sección 2.5.2, o Goovaerts, 1997, sección 4.2.2), otras 

aproximaciones distintas se tratan en la sección 4.5 y en el capítulo 6 (caso 

espacio-temporal). 

Cuando el variograma es función de la dirección además de la magnitud 

del salto, se dice que es el variograma es anisotrópico (no isotrópico). Los tipos 

de anisotropía habitualmente considerados son los siguientes: 

 

ANISOTROPÍA GEOMÉTRICA 

En algunos casos, cuando aparentemente el umbral permanece constante 

mientras que el rango varía con la dirección, se puede corregir esta clase de 

anisotropía mediante una transformación lineal del vector de salto h, i.e.:  

 ( )0( ) , dγ γ= ∀ ∈h Ah h , 

siendo A una matriz d d×  y 0()γ ⋅  un semivariograma isotrópico. En este caso se 

dice que el variograma es geométricamente anisotrópico. Por ejemplo, en el caso 

bidimensional, se suelen considerar una matriz de la forma: 

 
1

2

0 cos sen

0 - sen cos

b

b

θ θ

θ θ
     =         

A , 

que se corresponde con las direcciones principales de anisotropía 2 y + πθ θ  

(normalmente se toma θ  igual a la dirección de máximo rango). Esto puede 

extenderse fácilmente para el caso tridimensional (ver p.e. Chilès y Delfiner, 

1999, pp. 94-95). 

Esta idea (que el espacio euclídeo no es apropiado para medir distancias 

entre posiciones espaciales pero una transformación lineal de él sí) ha sido 

también generalizada para el caso de deformaciones no lineales del espacio. Por 

ejemplo, Sampson y Guttorp (1992) consideraron transformaciones no lineales 

()f ⋅  (obtenidas mediante técnicas de escalamiento óptimo multidimensional) de 

forma que: 

 ( ) ( )01
1 2 1 2 1 2 1 22( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ,Var Z Z f f Dγ γ= − = − ∀ ∈s s s s s s s s , 

siendo 0()γ ⋅  un semivariograma isotrópico. 
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ANISOTROPÍA ZONAL 

Cuando el umbral del semivariograma varía con la dirección se dice que 

hay anisotropía zonal (también se denomina anisotropía estratificada). En estos 

casos se suele considerar una combinación de un semivariograma isotrópico más 

otros “zonales” que depende solamente de la distancia en ciertas direcciones (o 

componentes del vector de salto). Por ejemplo, en el caso bidimensional, si φ  es 

la dirección de mayor varianza se suele considerar una combinación de la forma:  

 1 2( ) ( ) ( )hφγ γ γ= +h h , 

siendo 1()γ ⋅  y 2()γ ⋅  semivariogramas isotrópicos y 1 2cos( ) sen( )h h hφ φ φ= +  el 

salto en la dirección φ , para 2
1 2( , )h h= ∈h . 

 Es importante destacar que este tipo de anisotropías pueden causar la 

aparición de problemas al realizar predicción espacial (ver p.e. Myers y Journel, 

1990; y Rouhani y Myers, 1990), como por ejemplo dar lugar a sistemas kriging 

no válidos con ciertas configuraciones de los datos. Hay que tener un especial 

cuidado cuando el covariograma es expresado como suma de covariogramas 

unidimensionales, en cuyo caso el resultado puede ser únicamente 

condicionalmente semidefinido positivo sobre un dominio multidimensional (en 

el capítulo 3 se tienen más detalles).  

 Una variante de la anisotropía zonal es el caso de covariogramas 

separables (también denominados factorizables) en componentes del vector de 

salto. Por ejemplo, un covariograma completamente separable en d  es de la 

forma: 

 
1

( )  ( )
d

i i
i

C C h
=

= ∏h , 

para 1( ,..., ) d
dh h ′= ∈h  y siendo (), 1,..., ,iC i d⋅ =  covariogramas en 1 . En 

este caso se puede pensar que el proceso espacial se obtiene como producto de d 

procesos unidimensionales independientes definidos sobre cada uno de los ejes de 

coordenadas



 

 

CAPÍTULO 3 

 

PREDICCIÓN ESPACIAL LINEAL ÓPTIMA. KRIGING  

 

 

 

En este capítulo se comentan brevemente los métodos más conocidos de 

predicción espacial denominados métodos kriging1 (ver sección 1.3 para un 

resumen del origen de esta terminología), centrándonos únicamente en el caso de 

predicción lineal puntual univariante (el caso multivariante se trata en el 

capítulo 5). Una revisión más completa de estos métodos se tiene por ejemplo en 

Cressie (1993, capítulo 3 y secciones 5.1, 5.4 y 5.9.1) o Chilès y Delfiner (1999, 

capítulos 3, 4 y 6). 

 

3.1 INTRODUCCIÓN 

Sea { }( ) : dZ D∈ ⊂s s  un proceso espacial y { }1( ),..., ( )nz zs s  n valores 

observados de este proceso, y supongamos2 que a partir de estas observaciones 

se trata de predecir 0( )Z s . 

Si denotamos por ( )1( ),..., ( )nZ Z ′=Z s s , los distintos métodos kriging 

proporcionan un predictor 0( , )p Z s  de 0( )Z s  verificando que: 

•  es lineal (homogéneo o heterogéneo) en Z: 

                                      
1 Podríamos definir los métodos kriging como algoritmos de predicción de mínimo error 

en media cuadrática que tienen en cuenta la estructura de 2º orden del proceso. 
2 El caso general sería la predicción de ( ()) ( ) ( )dg Z Z dp⋅ = ∫ s s  para una medida 

integrable ()dp ⋅  (p.e. 0( ()) ( )g Z Z B⋅ = ) a partir de { }1( ),..., ( )nz B z B , que se resuelve de 

forma análoga (ver comentarios al final de la sección 2.1). 
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 0 0
1

( , ) ( )
n

i i
i

p Zλ λ
=

= +∑Z s s , (3.1) 

•  es uniformemente insesgado, para cualquier ()µ ⋅ : 

 0 0( ( , )) ( )E p µ=Z s s , (3.2) 

•  y minimiza el error en media cuadrática (e.m.c.) de predicción3: 

 ( )( )2
0 0( , ) ( )E p Z−Z s s , (3.3) 

(al hablar de predicción óptima nos referiremos a que se verifican estas 

dos últimas condiciones). 

Dependiendo de las suposiciones acerca de la función de tendencia ()µ ⋅ , se 

distingue principalmente entre tres métodos kriging: 

1. Kriging simple (KS): se supone que la media es conocida (algunos 

autores suponen también que es constante o incluso cero). Además se 

asume que el covariograma existe y es conocido. 

2. Kriging ordinario (KO): se supone que la media es constante (i.e. 

( ( )) ,E Z Dµ= ∀ ∈s s ) y desconocida. Además se asume que por lo 

menos existe el variograma y es conocido. 

3.  Kriging universal (KU; también denominado kriging con modelo de 

tendencia): se supone que la media es desconocida y no constante, 

pero que es una combinación lineal (desconocida) de 1p +  funciones 

(o variables explicativas) conocidas { }() : 0,...,jf j p⋅ = : 

 
0

( ) ( )
p

j j
j

fµ β
=

= ∑s s   

donde 1
0( ,..., ) p

pβ β +′= ∈β  es un vector desconocido. Se asume 

también que por lo menos existe el variograma y es conocido (siempre 

que una de las funciones explicativas sea idénticamente 1, p.e. 

                                      
3 Como es bien sabido, en el caso de normalidad el predictor óptimo (tomando como 

función de pérdidas el error cuadrático) es lineal y va a coincidir con los predictores 

kriging. Pero si el proceso no es normal no tiene porque serlo, lo que ha motivado el 

desarrollo de métodos kriging no lineales (ver p.e. Rivoirard, 1994) y del kriging trans-

normal (ver sección 3.4.4). 
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0() 1f ⋅ ≡ , en caso contrario las ecuaciones kriging sólo pueden 

expresarse en función del covariograma). 

Por simplicidad el kriging ordinario se tratará en este capítulo como un 

caso particular del kriging universal (aunque en la práctica se suele pensar en el 

KO como un método distinto al KU, principalmente por ciertos inconvenientes 

que presenta este último; ver sección 4.1.2) . 

 

KRIGING CON ERROR DE MEDIDA 

Teniendo en cuenta la descomposición (2.10) del proceso Z(⋅) mostrada al 

final de la sección 2.2.1, se va a asumir también que no hay error de medida (i.e. 

0EMc = ). En caso contrario sería de interés el proceso libre de ruido 

( ) ( ) ( )S Z ε= −s s s , y habría que modificar ligeramente las ecuaciones mostradas 

en las siguientes secciones para la predicción4 de 0( )S s . Para más detalles, ver 

por ejemplo Cressie (1993, pp. 128-130) o Chilès y Delfiner (1999, sección 3.7.1). 

 

KRIGING CON COVARIANZAS Y VARIOGRAMAS NO ESTACIONARIOS 

La suposición de que el variograma (o el covariograma) sólo dependa del 

salto es conveniente para facilitar el modelado de la dependencia espacial, pero 

para la predicción espacial no es necesaria esta consideración. Por tanto en las 

expresiones de las ecuaciones de los distintos métodos kriging se utilizará la 

notación más general no estacionaria: 

 1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))C Cov Z Z=s s s s ,  

 1 2 1 22 ( , ) ( ( ) ( ))Var Z Zγ = −s s s s ,  

en lugar de suponer que son funciones de 1 2−s s . 

 

3.2 KRIGING CON MEDIA CONOCIDA. KRIGING SIMPLE 

Supongamos que el proceso Z(⋅) admite una descomposición de la forma: 

 ( ) ( ) ( )Z µ δ= +s s s , 

                                      
4 En este caso una diferencia interesante es que los correspondientes predictores kriging 

no son interpoladores exactos; ver sección 3.4.1. 
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siendo ()µ ⋅  la función de tendencia conocida y ()δ ⋅  un proceso espacial5 de media 

cero con covariograma (no necesariamente estacionario) conocido 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))C Cov δ δ=s s s s . 

 El predictor óptimo será de la forma (3.1) y tal que minimiza el e.m.c. 

(3.3), que puede expresarse como:  

 

( )( ) ( ) ( )( )2 2
0 0 0 0 0 0

2

0 0 0
1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,
n n

i i i i
i i

E p Z Var p Z E p Z

Var Z Zλ µ λ µ λ
= =

− = − + −

     = − + − −        ∑ ∑

Z s s Z s s Z s s

s s s s
 

de donde se deduce que: 

 0 0
1

( ) ( )
n

i i
i

λ µ λ µ
=

= −∑s s , (3.4) 

(por tanto el sesgo debe ser nulo, verificándose la condición (3.2)). Entonces el 

predictor es de la forma: 

 0 0
1

( , ) ( ) ( ( ) ( ))
n

i i i
i

p Zµ λ µ
=

= + −∑Z s s s s ,  

(por tanto se puede pensar que se trata de la estimación lineal homogénea de un 

proceso de media cero) y el e.c.m. de predicción es igual a: 

 

( )( )
2

2
0 0 0

1

0 0 0
1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) 2 ( , ) ( , ).

n

i i
i

n n n

i j i j i i
i j i

E p Z E

C C C

λ δ δ

λ λ λ

=

= = =

     − = −        

= − +

∑

∑∑ ∑

Z s s s s

s s s s s s

 

Para minimizar esta función se igualan a cero las derivadas parciales respecto a 

los pesos, obteniéndose las ecuaciones del kriging simple: 

 0
1

( , ) ( , ) 0,

1,..., ,

n

j i j i
j

C C

i n

λ
=

− =

=

∑ s s s s
.  

que pueden expresarse en forma matricial como: 

 = cΣλ , (3.5) 

                                      
5 En la práctica se supone además (por lo menos en la mayoría de los casos) que es un 

proceso estacionario de segundo orden. 
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siendo ( )1,..., nλ λ ′=λ , ( )1 0 0( , ),..., ( , )nC C ′=c s s s s  y Σ  la matriz n n×  de 

varianzas-covarianzas de los datos (i.e. ( , )ij i jCΣ = s s ). A partir de (3.4) y (3.5) 

se obtiene el predictor del kriging simple: 

 1
0 0( , ) ( ) ( )KSp µ −′= + −Z s s c ZΣ µ , (3.6) 

donde ( )1( ),..., ( )nµ µ ′= s sµ , y el correspondiente mínimo e.m.c. de predicción, 

también denominado varianza kriging: 

 2 1
0 0 0( ) ( , )KS Cσ −′= −s s s c cΣ .  

Una de las principales utilidades de la varianza kriging es la construcción de 

intervalos de confianza (basados en la hipótesis de normalidad u obtenidos a 

partir de desigualdades tipo Tchebycheff; ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, 

sección 3.4.4). 

 

DETALLES PRÁCTICOS Y COMPUTACIONALES 

Para que exista una única solución del sistema (3.5) la matriz Σ  debe ser 

no singular. Una condición suficiente para que esto ocurra es que el 

covariograma (, )C ⋅ ⋅  sea una función semidefinida positiva (hay que tener cuidado 

con la anisotropía zonal, ver sección 2.2.2) y las posiciones de los datos sean 

distintas.  

En la práctica suele interesar la predicción en múltiples posiciones. 

Teniendo en cuenta que la matriz del sistema no depende de la posición de 

predicción, el procedimiento recomendado a seguir sería el siguiente: 

•  Calcular la factorización Cholesky de la matriz Σ  (p.e. utilizando la 

rutina LFTDS de la librería IMSL). 

•  Para cada posición de predicción 0s  resolver el sistema (3.5) utilizando 

la factorización obtenida en el primer paso (p.e. con las rutinas LFSDS 

o LFIDS de la librería IMSL). 

Hay que destacar también que tanto los pesos kriging como la varianza 

kriging no dependen de los datos observados, solamente de las posiciones y del 

covariograma (lo que por ejemplo, entre otras cosas, facilita el diseño de la 

configuración espacial de muestreo). Además, en el caso de que el covariograma 

sea estacionario, los pesos y varianza kriging son invariantes frente a traslaciones 

de la configuración espacial (lo que permite, por ejemplo, disminuir 
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significativamente el tiempo de computación cuando se realizan predicciones 

locales con datos regularmente espaciados). 

 

3.3 KRIGING CON MEDIA DESCONOCIDA. KRIGING UNIVERSAL 

El kriging universal se basa en el siguiente modelo para el proceso Z(⋅): 

 
0

( ) ( ) ( )
p

j j
j

Z f β δ
=

= +∑s s s , (3.7) 

donde 1
0( ,..., ) p

pβ β +′= ∈β  es un vector desconocido, { }() : 0,...,jf j p⋅ =  son 

funciones conocidas y ()δ ⋅  un proceso espacial de media cero con variograma 

conocido 1 2 1 22 ( , ) ( ( ) ( ))Varγ δ δ= −s s s s  (aunque en la práctica se suele suponer 

estacionario). Supondremos también que 0() 1f ⋅ ≡ , de esta forma además en el 

caso particular de 0p = , (3.7) se corresponderá con el modelo del kriging 

ordinario (ver sección 3.1) muy utilizado en la práctica. 

 Utilizando una notación matricial podemos escribir: 

 = +Z Xβ δ ,  

siendo ( )1( ),..., ( )nδ δ ′= s sδ  y X  una matriz ( 1)n p× +  con 1( )ij j iX f −= s , y: 

 0 0( ) ( )Z δ′= +s x sβ ,  

con ( )0 0 0( ),..., ( )pf f ′=x s s . 

 El predictor del kriging universal será de la forma (3.1) y en este caso 

como: 

 0 0
1

( )
n

i i
i

E Zλ λ λ
=

  ′+ = +   ∑ s Xλ β , 

siendo ( )1,..., nλ λ ′=λ , una condición necesaria y suficiente para que el predictor 

sea uniformemente insesgado, i.e. 0 0( ( , )) ( ( ))E p E Z ′= =Z s s x β , 1p+∀ ∈β , es 

que 0 0λ =  y: 

 ′ ′=X xλ . (3.8) 

Además como 0() 1f ⋅ ≡ , una de estas restricciones es: 

 
1

1
n

i
i

λ
=

=∑ , (3.9) 
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que es la única condición que deben verificar los pesos en el caso del kriging 

ordinario. 

Por tanto el predictor del kriging universal será de la forma: 

 0
1

( , ) ( )
n

i i
i

p Zλ
=

=∑Z s s ,  

verificando (3.8) y tal que minimiza el e.m.c. de predicción. Entonces se trata de 

minimizar: 

 
2

0 0
1 0 1

( ) ( ) 2 ( ) ( )
n p n

i i j i j i j
i j i

E Z Z m f fλ λ
= = =

     − − −        ∑ ∑ ∑s s s s  (3.10) 

respecto a { }: 1,...,i i nλ =  y { }: 0,...,jm j p= , multiplicadores de Lagrange 

que garantizan (3.8). Teniendo en cuenta que el predictor es insesgado y que los 

pesos verifican (3.9), entonces: 

( ) ( )

2 2

0 0
1 1

2 2
0

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

n n

i i i i
i i

n n n

i j i j i i
i j i

Z Zλ λ δ δ

λ λ δ δ λ δ δ

= =

= = =

     − = −        

= − − + −

∑ ∑

∑∑ ∑

s s s s

s s s s

y podemos escribir (3.10) como: 

 0 0
1 1 1 0 1

( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( )
n n n p n

i j i j i i j i j i j
i j i j i

m f fλ λ γ λ γ λ
= = = = =

 − + − −    ∑∑ ∑ ∑ ∑s s s s s s   

Derivando respecto a { }: 1,...,i i nλ =  y { }: 0,...,jm j p=  e igualando a cero 

se obtienen las 1n p+ +  ecuaciones del kriging universal que, expresadas en 

forma matricial, resultan ser: 

 U U U=Γ λ γ , (3.11) 

con: 

 , ,U U U

        = =    ′      

X
xmX 0

Γ γλ
Γ = λ γ ,  

donde ( )1 0 0( , ),..., ( , )nγ γ ′= s s s sγ , ( )0,..., pm m ′=m  y Γ  es una matriz n n×  

con ( , )ij i jγΓ = s s . Además el e.m.c. mínimo de predicción: 

 2
0 0

1 1 1
( ) 2 ( , ) ( , )

n n n

i i i j i jKU
i i j

σ λ γ λ λ γ
= = =

= −∑ ∑∑s s s s s  
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se puede obtener (teniendo en cuenta (3.11)) como: 

 2
0 0 0

1 0
( ) ( , ) ( )

n p

i i j j U UKU
i j

m fσ λ γ
= =

′= + =∑ ∑s s s s λ γ .  

En el caso particular del kriging ordinario ( 0p = ), la expresión de la varianza 

kriging resulta ser: 

 2
0 0 0

1
( ) ( , )

n

i iKO
i

mσ λ γ
=

= +∑s s s .  

 

ECUACIONES EN FUNCIÓN DEL COVARIOGRAMA 

Cuando existe el covariograma 1 2 1 2( , ) ( ( ), ( ))C Cov δ δ=s s s s  del proceso 

()δ ⋅  y es conocido (una suposición más fuerte), podemos expresar las ecuaciones 

del kriging universal (o del KO) en función de C(⋅,⋅). Además, si ninguna de las 

funciones explicativas es idénticamente 1, las ecuaciones del kriging universal 

sólo pueden expresarse en función del covariograma. El proceso sería análogo al 

caso anterior, el sistema del kriging universal equivalente a (3.11) resultante es:  

 U U U= cΣ λ , (3.12) 

donde (utilizando la notación de la sección 3.2): 

 , ,U U U

        = =    ′      

X c
c xmX 0

Σ λ
Σ = λ ,  

y la varianza kriging es: 

 2
0 0 0 0 0 0 0

1 0
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

n p

i i j j U UKU
i j

C C m f Cσ λ
= =

= − + = −∑ ∑s s s s s s s s cλ .  

 Otra forma de obtener estas ecuaciones (que puede ser más interesante) 

es a partir del predictor del kriging simple. Suponiendo que β  es conocido en el 

modelo (3.7), el predictor lineal “óptimo” de 0( )Z s  es el predictor del kriging 

simple (3.6), que en este caso resulta ser: 

 1 1
0( , ) ( )KSp − −′ ′ ′= + −Z s c Z x X cΣ Σ β .  

Cuando β  no es conocido es lógico pensar en utilizar en su lugar su estimador 

lineal óptimo 1 1 1ˆ ( )mcg
− − −′ ′= X X X Zβ Σ Σ , obteniéndose el predictor:  

 1 1
0 ˆ( , ) ( ) mcgp∗ − −′ ′ ′= + −Z s c Z x X cΣ Σ β . (3.13) 
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Puede verse (Goldberger, 1962) que el predictor (3.13), lineal e insesgado, 

es óptimo (en el sentido de que minimiza el e.m.c. sobre todos los predictores 

lineales e insesgados) y por tanto coincide con el predictor del kriging universal6.  

Entonces: 

 ( )1
0 0

ˆ( , ) ( , ) ( )KU KS mcgp p −′ ′= + − −Z s Z s x X cΣ β β , (3.14) 

y además, teniendo en cuenta que el error ( )0 0( , ) ( )KSp Z−Z s s  tiene covarianza 

nula con cualquier combinación lineal de Z (ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, p. 

161), la relación (3.14) se extiende también a la varianza kriging:  

 ( ) 12 2 1 1 1
0 0( ) ( ) ( ) ( )KU KSσ σ −− − −′ ′ ′ ′= + − −s s x X c X X x X cΣ Σ Σ , (3.15) 

donde el segundo termino cuantifica la precisión en la estimación de la media. Las 

expresiones (3.14) y (3.15) son conocidas como la relación de aditividad entre el 

KS y el KU. 

Los resultados anteriores permiten pensar en la predicción lineal con media 

desconocida como un proceso de dos etapas: en la primera estimar la media 

desconocida, y en la segunda realizar la predicción lineal óptima con media 

supuestamente conocida. 

 

TENDENCIA POLINÓMICA 

En muchos casos se supone que las funciones { }() : 0,...,jf j p⋅ =  son los 

monomios 1
1

di i
dx x⋅ ⋅ ⋅  donde 1( ,..., )dx x ′=s  e 1,..., di i  son números naturales cuya 

suma es menor o igual que k, siendo k un numero natural dado. En ese caso (si se 

consideran todas las combinaciones posibles, i.e. 1k d

d
p

 +      
= − ) se dice que ()µ ⋅  es 

una superficie de tendencia polinómica de grado7 k. 

                                      
6 Tendiendo en cuenta (3.13), Gotway y Cressie (1993) consideraron un estimador lineal 

de β  no insesgado que da lugar a un predictor (tipo James-Stein) no insesgado pero con 

un error de predicción en media cuadrática menor que la varianza del kriging universal 

(ver también Cressie, 1993, p. 175). 
7 Esta suposición es también la base del kriging con funciones intrínsecas de orden k 

(ver p.e. Cressie,1993, sección 5.4 o Chilès y Delfiner, 1999, cap. 4), donde se extiende 

la noción de incrementos (que filtran una media constante) estacionarios al caso de 

incrementos generalizados de orden k (que filtran una tendencia polinómica de orden k) 
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Por ejemplo, en el caso bidimimensional la expresión de este tipo de 

tendencias sería: 

 2( ) ; ( , )l m
lm

0 l m k
x y x yµ α

≤ + ≤
′= = ∈∑s s , 

que se corresponde con { }( 1)( 2)/2 1p k k= + + −  y: 

 2
0 1 2( ) 1,  ( ) ,  ( ) ,  ...,  ( ) ; ( , )k

pf f x f y f y x y ′= = = = = ∈s s s s s . 

 

DETALLES PRÁCTICOS Y COMPUTACIONALES 

Para que exista una única solución del sistema (3.11) la matriz Γ  debe ser 

no singular (o Σ  en el caso de (3.12)) y X  de rango máximo. Análogamente al 

caso del kriging simple, la primera condición se verifica normalmente si (, )γ ⋅ ⋅  es un 

semivariograma válido (salvo posibles problemas con la anisotropía zonal) y las 

posiciones de los datos son distintas. La segunda condición (sólo de interés en el 

KU) implica que las p+1 funciones explicativas deben ser linealmente 

independientes por lo menos sobre el conjunto de datos, i.e.: 

 
0

( ) 0,  1,..., 0,  0,...,
p

j j i j
j

a f i n a j p
=

= = ⇔ = =∑ s .  

Esta condición (ya conocida en la estimación por mínimos cuadrados) suele 

satisfacerse normalmente cuando los datos están irregularmente espaciados ya 

que p suele ser mucho menor que n. Sin embargo cuando los datos están 

regularmente espaciados pueden aparecer problemas, especialmente al utilizar 

vecindarios locales. 

Al contrario que en el KS, las matrices de los sistemas (3.11) o (3.12) no 

son semidefinidas positivas (y no se puede utilizar en principio la “ideal” 

factorización de Cholesky). Aunque reformulando el sistema (3.12) puede 

obtenerse su solución a partir de dos subsistemas con matrices semidefinidas 

positivas8 (ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, p. 169). Esta aproximación sin 

                                                                                                             
estacionarios. Una idea similar es la utilizada en la estimación por máxima 

verosimilitud restringida mostrada en la sección 4.3.2. 
8 Muchos de los algoritmos utilizados para la solución de los sistema kriging están 

diseñados y optimizados para covariogramas (por ejemplo tienen en cuenta que no es 
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embargo sólo es de especial interés cuando la dimensión de la matriz es grande. 

Además, en la práctica el número de observaciones involucradas en el sistema 

kriging es normalmente pequeño (p.e. menor que 100 o incluso mucho menor), 

ya que cuando se trabaja con grandes muestras se suele optar por vecindarios 

locales. Por tanto, por lo menos en esos casos, puede ser preferible utilizar la 

matriz original del sistema y el procedimiento recomendado a seguir sería el 

siguiente: 

•  Obtener la factorización ′UDU  de la matriz simétrica UΓ , donde U es 

una matriz triangular superior y D una matriz diagonal (p.e. 

utilizando la rutina LFTSF de la librería IMSL). 

•  Para cada posición de predicción 0s  resolver el sistema (3.11) utilizando 

la factorización obtenida en el primer paso (p.e. con las rutinas LFSSF o 

LFISF de la librería IMSL); ya que la matriz del sistema, al igual que 

en el KS, tampoco depende de la posición de predicción. 

Para evitar problemas numéricos en el procedimiento anterior, se puede 

tener en cuenta también que la solución al sistema (3.11) es la misma cambiando 

(, )γ ⋅ ⋅  por (, )c γ+ ⋅ ⋅ , para cualquier c ∈ . 

Análogamente al caso del KS, tanto los pesos kriging como la varianza 

kriging no dependen de las observaciones (solamente de sus posiciones a través del 

variograma y de las funciones explicativas en el KU). Además, en el caso del KO y 

de que el variograma sea estacionario, los pesos y varianza kriging son también 

invariantes frente a traslaciones de la configuración espacial9. 

                                                                                                             
necesario pivotar la matriz de covarianzas ya que los valores máximos están en la 

diagonal). En el caso de variogramas no acotados se trabaja en ocasiones con pseudo-

covariogramas (ver sección 2.4.1). 
9 Puede verse también (p.e. Chilès y Delfiner, 1999, sección 3.4.6) que el predictor y 

varianza del KU son invariantes frente a transformaciones lineales de las funciones 

explicativas, y por tanto invariantes frente a traslaciones cuando por ejemplo la 

tendencia es polinómica de orden k. 
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3.4 ALGUNAS CONSIDERACIONES ACERCA DE LOS MÉTODOS 

KRIGING 

3.4.1 Kriging como interpolador 

Las ecuaciones kriging tienen en cuenta varios aspectos del problema de 

interpolación10 (ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, secciones 3.3.2 y 3.4.2): 

•  La configuración espacial de los datos, a través de las matrices Σ  o 

Γ  (donde el covariograma o variograma actúa como una “distancia 

estadística” entre las observaciones y de forma que se tiene en cuenta 

la información redundante presente en los datos). 

•  La situación de la posición de predicción respecto a los datos, a través 

de c  o γ . 

•  La presencia de una función determinística de tendencia. 

Adicionalmente también tienen en cuenta propiedades estadísticas del proceso 

()Z ⋅ , a través del variograma o el covariograma (que como se comentó en la 

sección 2.2.1, entre otras cosas, determina las propiedades de continuidad del 

proceso). Esta es la principal diferencia con otros métodos de interpolación que 

no tienen en cuenta la estructura de segundo orden del proceso.  

Una propiedad importante de los predictores kriging es que son 

interpoladores exactos (suponiendo que no hay error de medida, i.e. 0EMc = ), 

en el sentido de que 0 0( , ) ( )p Z=Z s s  cuando 0 i=s s  (la solución de los sistemas 

es 1iλ =  y 0,  j j iλ = ∀ ≠ ), y naturalmente en ese caso la estimación de la 

varianza es 0. Además, por lo general no son continuos en las posiciones de los 

datos11; para que lo sean, teniendo en cuenta la descomposición (2.10) mostrada en 

la sección 2.2.1, es necesario que 0EMc =  y 0MSc =  (i.e. el efecto nugget debe 

ser nulo). 

                                      
10 Puede verse también fácilmente, a partir de las denominadas ecuaciones duales del 

KU, que hay una equivalencia teórica (aunque no en la práctica) entre los métodos 

kriging y la predicción tipo spline (ver p.e. Cressie, 1993, pp. 180-183). 
11 Un ejemplo muy ilustrativo de la dependencia de las predicciones kriging del 

comportamiento del variograma cerca del origen se tiene p.e. en Chilès y Delfiner (1999, 

p. 161). 
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Otra característica de la interpolación kriging (y que no aparece en otros 

métodos como los que asignan pesos inversamente proporcionales a la distancia) 

es el denominado efecto pantalla. En general se observa (ver comentarios en la 

siguiente sección) que la influencia de un valor es menor si está oculto detrás de 

otro valor (e.g. Journel y Huijbregts, 1978, p. 346). Esto produce, por ejemplo 

en el caso del KO (incluso si el variograma es estacionario), que puntos situados 

a la misma distancia de la posición de predicción puedan tener distintos pesos y 

que los datos cercanos no apantallados reciban los mayores pesos, reduciéndose 

considerablemente (llegando a ser negativos) los pesos de los datos que quedan 

ocultos12. 

La aparición de pesos negativos (o mayores que 1) en el KO como 

consecuencia del efecto pantalla, puede provocar (incluso suponiendo media 

constante) que el predictor kriging no esté necesariamente comprendido entre el 

valor mínimo y máximo de los datos. Esto que en principio puede ser una 

propiedad muy interesante puede conducir a resultados extraños en ciertas 

ocasiones, como por ejemplo dar lugar a predicciones negativas en casos en los 

que la variable considerada es necesariamente positiva. Para solucionar estos 

problemas se han propuesto numerosas alternativas, entre ellas la inclusión de 

restricciones adicionales sobre los pesos de forma que sean positivos13 (lo cual 

puede dar lugar a un incremento considerable del e.m.c. de predicción) o sobre el 

predictor (ver p.e. Goovaerts, 1997, sección 7.4.2). Otra alternativa que puede ser 

preferible es la transformación del proceso ()Z ⋅  a otra escala (de forma que se 

aproxime a la normalidad), realizar la predicción kriging del proceso transformado 

y volver a la escala original (pero asegurándose de que al hacer la transformación 

inversa el resultado tenga las propiedades de optimalidad deseadas); más detalles 

sobre este tema se tienen en la última sección de este capítulo. 

 

                                      
12 En la literatura se muestran numerosos ejemplos sobre el comportamiento de los 

pesos kriging en distintos escenarios; una colección bastante completa se tiene en 

Wakernagel (1998, capítulo 13). 
13 Las ecuaciones kriging con pesos positivos se tiene en Barnes y Johnson (1984) y 

también en Chilès y Delfiner (1999, sección 3.9.1). 
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3.4.2 Efecto del variograma (covariograma) en el kriging 

El variograma (o el covariograma) tiene un efecto determinante en la 

predicción espacial. Como ejemplo, a continuación se tienen algunas 

observaciones acerca de la influencia en el kriging de las tres principales 

características de un variograma estacionario14 (normalmente tratadas como 

parámetros) definidas en la sección 2.2.1. 

 

Rango 

Supongamos que la posición de predicción 0s  está a una distancia mayor 

que el rango de las posiciones de los datos { }1,..., ns s  (i.e. la posición de 

predicción está fuera de la zona de influencia de los datos), entonces =c 0  en 

(3.6) y (3.13), obteniéndose que: 

 0 0( , ) ( )KSp µ=Z s s ,    0 ˆ( , )KU mcgp ′=Z s x β , 

por lo tanto la predicción kriging se reduce a la media15 (estimada en el caso del 

KU). 

 

Nugget y umbral 

Está claro que las estimaciones obtenidas de la varianza de los predictores 

kriging dependen en gran medida de estos parámetros. Es importante destacar que 

la escala del variograma (covariograma) no influye en las predicciones obtenidas, 

solamente en la varianza kriging. Si se multiplica el variograma (o el 

covariograma, según el caso) por una constante, las ecuaciones kriging (3.5) o 

(3.11) quedan invariantes y consecuentemente los pesos kriging no cambian, 

aunque la varianza kriging resulta multiplicada por esa constante. Para estudiar su 

influencia en la predicción resulta de utilidad la proporción del efecto nugget en el 

                                      
14 Una discusión bastante detallada sobre este tema (centrada en el caso del KO) se 

tiene en Isaaks y Srivastava (1989, pp. 299-313); ver también Cressie (1993, sección 

3.2.1) o Fernández-Casal (1995, sección 3.1.1). 
15 Puede verse fácilmente que la ecuaciones del kriging universal con =c 0 , son las 

obtenidas en el denominado método kriging de estimación de la tendencia (para más 

detalles sobre este método ver p.e. Wackernagel, 1998, pp. 212-213, o Chilès y Delfiner, 

1999, sección 3.4.5). 
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umbral total 2
0 /c σ  (que como ya se comentó al final de la sección 2.2.1, 

proporciona mucha información acerca del grado de dependencia presente en los 

datos). Por ejemplo, en el caso en que toda la variabilidad es efecto nugget (i.e. el 

proceso ()Z ⋅  es ruido blanco) entonces 2
nσ IΣ = , siendo nI  la matriz identidad 

n n× , y =c 0  (suponiendo que 0 ,  i i≠ ∀s s ), y los predictores kriging se 

reducen a la estimación por m.c.o. de la media: 

 1
0

ˆ( , ) ( )KU mcop −′ ′ ′ ′= =Z s x X X X Z x β . 

En el caso del KO se obtiene la media muestral: 

 0 1
1( , ) ( )n

KO iip Z Z
n == = ∑Z s s , 

predictor bien conocido que asigna igual peso a todos los datos (por tanto el 

efecto pantalla es nulo); además, teniendo en cuenta (3.15) y que 2 2
0( )KSσ σ=s  

(caso más desfavorable), entonces: 

 
2

2 2
0( )KO n

σσ σ= +s ,  

i.e. la varianza del KO para el caso de procesos incorrelados es igual a la 

varianza del proceso más la varianza de la media muestral. En general, se puede 

ver que al aumentar el porcentaje de efecto nugget en el umbral total disminuye 

el efecto pantalla16 y aumenta la varianza kriging (ver p.e. Isaaks y Srivastava, 

1989, pp. 305-306). 

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, podemos afirmar que 

todos los parámetros (características) del variograma influyen en el kriging 

(aunque quizás el rango es el que tiene un menor efecto, ya que pequeñas 

variaciones en este parámetro producen resultados casi idénticos). Como 

observación adicional acerca de la influencia del variograma en la predicción 

espacial, hay que destacar la importancia del comportamiento del variograma 

cerca del origen. Por ejemplo, la forma del variograma cerca del origen 

determina las propiedades de continuidad y regularidad de las predicciones 

kriging (ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, pp. 160-161 y observación sobre 

                                      
16 Cuando la media no es constante puede ocurrir incluso lo contrario del efecto 

pantalla y observaciones alejadas pueden tener una gran influencia en la estimación 

(como es bien conocido en la estimación de la tendencia). 
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continuidad realizada en el apartado anterior). Además, Stein (1988) probó que 

para una predicción asintóticamente (de relleno) eficiente lo que se necesita 

generalmente es capturar la conducta del variograma cerca del origen. Este 

resultado no contradice las observaciones anteriores sobre la influencia de las 

características del variograma. Es difícil determinar cuando los datos están 

suficientemente cerca como para tener sólo en cuenta el efecto nugget y la 

pendiente del variograma cerca del origen. 

 

EFECTO DE LA ESTIMACIÓN DEL VARIOGRAMA 

En los métodos descritos en las secciones anteriores se suponía que el 

variograma (covariograma) era conocido, sin embargo en la práctica en realidad 

el variograma es estimado (kriging estimado). Supongamos que 0ˆ ( , )Kp Z s  y 
2

0ˆ ( )Kσ s  son el predictor y varianza kriging obtenidos utilizando alguno de los 

métodos descritos anteriormente con un variograma estimado. 

En cuanto al predictor 0ˆ ( , )Kp Z s  se puede ver que, bajo condiciones muy 

generales, converge al valor correcto si la densidad de datos tiende a infinito 

incluso cuando la estimación del variograma no es muy buena (Yakowitz. y 

Szidarovszky, 1985). El factor más importante, en concordancia con las 

observaciones realizadas en el apartado anterior, es que la aproximación al 

variograma verdadero cerca del origen no sea muy mala (Stein, 1988). 

 Al contrario que en el caso del predictor kriging, la estimación del 

variograma afecta directamente a la varianza kriging y en general 2
0ˆ ( )Kσ s  no es un 

estimador consistente del error en media cuadrática del predictor (hay que 

recordar también que la escala del variograma no influye en la predicción pero sí 

en la varianza kriging). En muchos casos, por ejemplo si la distribución del 

proceso espacial es normal, se espera que: 

 ( )22
0 0 0ˆ ( ) ( , ) ( )KK E p Zσ ≤ −s Z s s , 

(ver p.e. Christensen, 1991, pp. 283-284), y por tanto la estimación de la varianza 

kriging debería ser incrementada para que tenga en cuenta el efecto de la 

estimación del variograma. En la sección 4.4 se propone una corrección para la 

varianza kriging obtenida a partir del método de validación cruzada. 
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Un tratamiento bastante detallado de este tema con una revisión de los 

“escasos” resultados teóricos obtenidos hasta la fecha se tiene en Cressie (1993, 

sección 5.3). Otras referencias que pueden también ser de interés son: Christensen 

(1991, sección 6.5), Stein (1999, sección 6.8) o Chilès y Delfiner (1999, sección 

3.4.3). 

 

3.4.3 Elección del vecindario 

Una práctica habitual es geoestadística es la inclusión en las ecuaciones 

kriging solamente los 0( )n s  datos más “próximos” a la posición de predicción 0s  

en lugar de considerar todas las observaciones disponibles. Esto puede 

justificarse por varias razones: 

•  Utilizar todos los datos puede dar lugar a un sistema de difícil 

solución debido a problemas numéricos. Por ejemplo, entre otras 

cosas, el tiempo de computación (aproximadamente proporcional a 
3

0( )n s ) aumenta drásticamente al aumentar el numero de datos. 

•  Las estimaciones del variograma son normalmente eficientes (o incluso 

el propio modelo geoestadístico válido) solamente sobre pequeñas 

distancias. 

•  El uso de vecindarios locales permite la relajación de las hipótesis del 

modelo (como la estacionariedad intrínseca en el caso del KO) o su 

simplificación (por ejemplo, en el caso del KU se puede suponer que 

locamente la estructura de la tendencia es más simple o incluso 

constante y utilizar en su lugar KO local). 

•  En muchos casos los datos cercanos apantallan a los más alejados 

reduciendo su influencia (aunque no siempre de forma significativa; 

ver observaciones siguientes). 

La selección “optima” de un vecindario local resulta no obstante un 

problema algo complejo. Por ejemplo, se ha pensado que el rango del variograma 

permite determinar por sí solo un criterio de vecindad, como incluir en las 

ecuaciones sólo los datos que estén dentro del rango de 0s , sin embargo esto puede 

no ser adecuado en muchos casos (aunque en la práctica el valor de este parámetro 

puede ser de gran utilidad como referencia inicial). Teniendo en cuentas las 

observaciones realizadas en secciones anteriores, cuando aumenta la proporción de 
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efecto nugget disminuye el efecto pantalla, el predictor kriging se reduce a la 

media y observaciones a más distancia que el rango de la posición de predicción 

contribuyen (a veces de forma significativa) a la estimación de la tendencia. Se ha 

observado también (p.e. Journel y Huijbregts, 1978, p. 346 o Cressie, 1993, pp. 

132-133) que eliminar un valor fuera del rango puede ser inapropiado incluso 

cuando esos valores están ocultos por otros más cercanos y la media es constante. 

Aunque el variograma sea estacionario, es un error pensar que el peso iλ  del 

kriging ordinario es sólo función de 0 i−s s  ya que, teniendo en cuenta la 

expresión de los pesos del KO, depende también de la conducta del proceso en 

todas las demás posiciones espaciales (ver p.e. Cressie, 1993, pp. 131 y 132, para 

una formulación explicita). Por tanto, observaciones fuera del rango pueden tener 

influencia en la predicción a través de su correlación con observaciones dentro del 

rango (esto es conocido en la literatura como efecto “relay”, que podríamos 

traducir por efecto transmisión). 

Se han propuesto algunos criterios para la selección de un vecindario 

óptimo, por ejemplo basados en la idea de que la varianza del KO (Rivoirard, 

1987) o del KU (Cressie, 1993, pp. 176-177) se aproxime a la del KS. Sin embargo 

esos criterios realmente solo son de utilidad cuando los datos están regularmente 

espaciados y el vecindario se puede fijar de antemano (en Cressie, 1993, pp. 158-

162 se tiene un ejemplo). En esos casos puede ser preferible utilizar directamente 

la varianza kriging e incluir datos en el vecindario hasta que no se produzca una 

disminución “significativa” en la estimación de la varianza kriging. 

En la práctica, la densidad de datos y su configuración espacial en torno a 

las posiciones de predicción pueden ser muy irregulares. Teniendo en cuenta esto 

se han desarrollado distintos algoritmos, algunos bastante sofisticados, para la 

selección de vecindarios. Para la selección de los datos típicamente se fija un radio 

máximo de búsqueda y solamente se consideran los datos dentro de una 

circunferencia (esfera) centrada en la posición de predicción. En el caso de 

anisotropía (sección 2.2.2), se considera una elipse (elipsoide) con el radio mayor 

orientado en la dirección de máxima variación. Además suele interesar disponer de 

observaciones en todas direcciones, por lo que se divide la zona de búsqueda en 

sectores angulares (p.e. cuadrantes en el caso bidimensional o octantes en el caso 

tridimensional) y se selecciona un número mínimo de datos en todos o en la 

mayoría de esos sectores (esto evita también que clusters de datos tengan una 
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excesiva influencia sobre predicciones en su entorno). Si se sospecha de la 

presencia de una tendencia en los datos (KU), puede ser deseable la inclusión de 

observaciones más alejadas de la posición de predicción para poder estimarla de 

forma más eficiente.  

Utilizando un algoritmo de búsqueda que tenga en cuenta todas o alguna 

de las consideraciones anteriores, típicamente se selecciona un número pequeño de 

datos como vecindario (p.e. entre 8 y 20 observaciones) para cada posición de 

predicción. Sin embargo esto puede causar que las superficies de predicción 

presenten discontinuidades (especialmente cuando los datos están regularmente 

espaciados y se utiliza búsqueda por octantes). Una aproximación distinta sería la 

selección un único vecindario más grande (p.e. de 20 a 40 datos) para pequeños 

conjuntos de posiciones de predicción, de esta forma en condiciones normales los 

vecindarios correspondientes a conjuntos de predicción próximos se solapan y es de 

esperar que no aparezcan discontinuidades. Además el incremento en tiempo de 

computación debido a la inclusión de un número mayor de observaciones se 

compensa por el hecho de que sólo es necesario factorizar una vez la matriz 

sistema kriging para obtener las predicciones en el conjunto considerado17. Por 

ejemplo, si se pretenden obtener predicciones en una rejilla bidimensional, el 

tiempo de computación considerando un vecindario distinto con 16 observaciones 

para cada nodo resulta similar a considerar un vecindario con 25 (o incluso más) 

observaciones para grupos de 4 nodos (dos por fila y columna). Otra forma de 

proceder que puede ser de interés en la práctica, es usar el semivariograma como 

distancia en lugar de la tradicional distancia euclidea; de esta forma los datos son 

seleccionados preferentemente en la dirección de máxima continuidad (y se evita 

tener que considerar elipsoides en el caso de anisotropía). Adicionalmente, cuando 

el número de datos es grande y sus posiciones irregulares, es recomendable utilizar 

la técnica conocida como búsqueda por súper-bloques. Esta técnica consiste en la 

clasificación inicial de los datos en “súper-bloques” definidos por una rejilla regular 

                                      
17 Esto puede ser también de utilidad en el caso de validación cruzada (donde es de 

especial importancia la selección del vecindario), ya que la solución del sistema kriging 

para la predicción en una de las posiciones is  del vecindario considerando el resto de 

observaciones, puede obtenerse a partir de la matriz correspondiente a todo el 

vecindario (ver sección 4.4). 
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de poca resolución espacial (de mucho mayor espaciado que la rejilla de 

predicción) superpuesta a los datos, de esta forma para determinar los datos 

próximos a una posición espacial 0s  se puede limitar la búsqueda a los súper-

bloques más cercanos (en lugar de verificar todos los datos).  

Independientemente del algoritmo de búsqueda que se vaya a utilizar, 

puede ser recomendable realizar antes algunas pruebas utilizando por ejemplo la 

técnica de validación cruzada (sección 4.4). Para un discusión adicional sobre la 

selección del vecindario en la práctica, ver por ejemplo Isaaks y Srivastava 

(1989, capítulo 14) o Deutsch y Journel (1992, secciones II.4 y IV.6). 

 

3.4.4 Kriging log-normal y trans-normal 

En el caso de normalidad el predictor óptimo ( )0( )E Z s Z  de 0( )Z s  es 

lineal y coincide con los predictores kriging. Pero si el proceso no es normal este 

predictor puede ser altamente no lineal, en esos casos la transformación del 

proceso ()Z ⋅  a otra escala puede producir que se aproxime a la normalidad18. De 

esta forma se puede pensar en realizar la predicción lineal en la escala 

transformada y posteriormente hacer la transformación inversa (pero 

asegurándose de que el resultado tenga las propiedades de optimalidad 

deseadas). En esta sección simplemente se muestran algunos resultados sobre 

este tema, para un tratamiento más detallado ver p.e. Cressie (1993, sección 

3.2.2) o Chilès y Delfiner (1999, sección 3.4.10). 

Una de las transformaciones más utilizadas en geoestadística es la 

transformación logarítmica, i.e. el caso en el que se asume que el proceso ()Z ⋅  sigue 

una distribución lognormal. Un proceso aleatorio lognormal es un proceso 

{ }( ) :Z D∈s s  (que toma valores positivos) tal que: 

 ( )( ) log ( ) ;Y Z D= ∈s s s , 

es un proceso normal. 

 El kriging simple lognormal (KSL) se basa en la suposición adicional de 

que el proceso ()Y ⋅  verifica las hipótesis del kriging simple (media y 

                                      
18 Lo cual también permite emplear otros métodos que asumen esta hipótesis, como p.e. 

los basados en máxima verosimilitud para la estimación del variograma; ver sección 4.3.2. 
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covariograma conocidos). En ese caso, utilizando el método del KS, a partir de 

1( ( ),..., ( ))nY Y ′=Y s s  podemos obtener el predictor 0( , )KSp Y s  de 0( )Y s  y la 

correspondiente varianza kriging 2
0( )KSσ s . Si transformamos de nuevo este valor 

a la escala ()Z ⋅ , obtenemos 0exp( ( , ))KSp Y s  que no es un predictor insesgado de 

0( )Z s  (es un predictor insesgado en mediana). El predictor óptimo de 0( )Z s  

resulta ser: 

 ( )21
0 0 02( , ) exp ( , ) ( )KSL KS KSp p σ= +Z s Y s s , (3.16) 

y la correspondiente varianza kriging: 

 ( )2 2 2
0 0 0( ) ( , ) exp( ( )) 1KSKSL KSpσ σ= −s Y s s .  

En el caso de media no conocida, i.e. suponiendo que el proceso ()Y ⋅  

verifica las hipótesis del KU (kriging universal lognormal, KUL), se complica 

aún más el problema. No basta con sustituir la media teórica en (3.16) por su 

predictor óptimo ya que se obtendría un predictor sesgado. Si se hace una 

corrección para obtener un predictor insesgado de 0( )Z s , el resultado sería: 

 ( )21
0 0 02( , ) exp ( , ) ( )KUL KU KUp p σ ′= + −Z s Y s s m x , (3.17) 

utilizando la notación de la sección 3.3 (y suponiendo también que una de las 

funciones explicativas es idénticamente 1). Hay que destacar que el predictor 

(3.17) no es un predictor óptimo en el sentido de que minimice el e.m.c. de 

predicción, este predictor minimiza ( )20 0log ( , ) ( )E p Y−Z s s  (sujeto a las 

correspondientes restricciones de insesgadez y forma del predictor). La varianza 

kriging tiene una expresión considerablemente más complicada que en el caso de 

media conocida (ver Cressie, 1993, p. 136; para el caso de media constante). Sin 

embargo, si el objetivo es la construcción de intervalos de confianza, se pueden 

transformar directamente de la escala ()Y ⋅ . Por ejemplo: 

 ( ) ( )( )2 2
0 0 0 0exp ( , ) 1.96 ( ) , exp ( , ) 1.96 ( )K KK Kp pσ σ− +Y s s Y s s , 

es un intervalo de confianza al 95% para 0( )Z s . 

 La aproximación anterior puede generalizarse para una transformación 

cualquiera: 

 ( )( ) ( ) ;Z Y Dφ= ∈s s s , 
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siendo ()Y ⋅  un proceso normal y ()φ ⋅  una función medible dos veces 

diferenciable. En general no se dispone de expresiones exactas como en el caso 

del kriging lognormal19; a partir de un predictor kriging 0( , )Kp Y s  de 0( )Y s  se 

pueden obtener un predictor aproximadamente insesgado de 0( )Z s  teniendo en 

cuenta que: 

 
0 0 0 0 0

21
0 0 02

( ( )) ( ( , )) ( ( ) ( , )) ( ( , ))

( ( ) ( , )) ( ( , )),

K K K

K K

Y p Y p p

Y p p

φ φ φ

φ

′+ −

′′+ −

s Y s s Y s Y s

s Y s Y s
 

si el error kriging 0 0( , ) ( )Kp Y−Y s s  es pequeño. A partir de esto, si 2
0( )Kσ s  es la 

correspondiente varianza kriging, se obtiene el predictor aproximadamente 

insesgado del kriging trans-normal20 (KT): 

 ( ) ( )21
0 0 0 02( , ) ( , ) ( ) ( , )KT K KKp p pφ σ φ′′= +Z s Y s s Y s ,  

que en el caso del KS se aproxima al predictor óptimo ( )0( )E Z s Z  de 0( )Z s . 

Como aproximación de la varianza kriging de este predictor se puede utilizar:  

 ( )22 2
0 0 0( ) ( ) ( , )KKT K pσ σ φ′=s s Y s .

                                      
19 Shimizu y Iwase (1987) obtuvieron expresiones que permiten el calculo de predictores 

(exactamente) insesgados de forma análoga al caso lognormal, cuando la transformación 

()φ ⋅  verifica ( ) ( )x a b xφ φ′′ = + . En ese caso al proceso ()Z ⋅  lo denominaron proceso 

lognormal generalizado. 
20 Este predictor es ligeramente distinto al considerado por Cressie (1993, p.137) 

obtenido a partir de una aproximación similar (utilizando del método delta en torno a 

la media). 
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MODELADO DE LA DEPENDENCIA ESPACIAL  

 

 

 

Este capítulo se centra en el problema de la obtención de un modelo de 

variograma (o covariograma) que describa adecuadamente la dependencia 

espacial de los datos. En la resolución de este problema, frecuentemente 

denominado análisis estructural1, se utilizan en la práctica desde procedimientos 

totalmente automáticos (tipo “black-box”) hasta otros totalmente manuales en 

los que el usuario (con la ayuda de herramientas estadísticas) especifica por 

completo la dependencia espacial (esto se suele denominar ajuste a sentimiento). 

Sin embargo, habitualmente se siguen los siguientes pasos (o por lo menos 

algunos): 

1. Estimación inicial del semivariograma utilizando algún tipo de 

estimador experimental (sección 4.1).  

2. Ajuste de un modelo válido de semivariograma a las estimaciones 

“piloto” obtenidas en el primer paso (secciones 4.2 y 4.3), ya que éstas 

normalmente no pueden ser utilizadas directamente en la predicción 

espacial. 

3. Diagnosis del modelo de semivariograma obtenido, utilizando por 

ejemplo la técnica de validación cruzada (sección 4.4). 

Más recientemente se han propuesto diversas alternativas al modelado 

tradicional principalmente con la idea de disponer de mayor flexibilidad en el 

                                      
1 Como se muestra a continuación, la estimación del variograma está ligada al resto de 

parámetros del proceso espacial; por este motivo se suele denominar también de esta 

forma al procedimiento completo de determinación de todos los parámetros del modelo 

geoestadístico. 
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ajuste de un semivariograma válido, una revisión de estos métodos se tiene en la 

sección 4.5. 

 

4.1 ESTIMACIÓN DEL SEMIVARIOGRAMA 

Supongamos por el momento que el proceso Z(⋅) es intrínsecamente 

estacionario y que { }1( ),..., ( )nZ Zs s  son los datos observados. En este caso, 

como la media es constante, se tiene que: 

 2
1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) 2 ( ), ,E Z Z Dγ− = − ∀ ∈s s s s s s . (4.1) 

Las distintas propuestas para la obtención estimadores, mostradas a 

continuación, se basan en (4.1). Sin embargo, cuando la media no es constante 

estos estimadores no deben ser utilizados mientras que no se elimine la 

tendencia de los datos. Por ejemplo, si el proceso ()Z ⋅  verifica la descomposición: 

 ( ) ( ) ( )Z µ δ= +s s s , 

siendo ()µ ⋅  la función de tendencia y ()δ ⋅  un proceso intrínsecamente 

estacionario de media cero, entonces: 

 ( )22
1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( )E Z Z γ µ µ− = − + −s s s s s s , (4.2) 

y si ()µ ⋅  no es constante (4.2) no es necesariamente función de 1 2−s s , ni tiene 

porque verificar las propiedades de un variograma. En el caso de que la media 

sea conocida (KS) se puede eliminar la tendencia y estimar el variograma a 

partir del proceso ()δ ⋅ . Sin embargo, si ()µ ⋅  es desconocida (p.e. en el caso del 

KU) aparecen ciertos inconvenientes. Este último caso se trata en la sección 

4.1.2. 

 

4.1.1 Estimación del (co)variograma bajo media constante 

ESTIMADORES CLÁSICOS DEL SEMIVARIOGRAMA Y DEL COVARIOGRAMA 

La expresión (4.1) sugiere la estimación del semivariograma mediante el 

método de los momentos, obteniendo de esta forma el denominado estimador 

empírico (o clásico) del semivariograma (Matheron, 1962):  



Modelado de la dependencia espacial 

 

59

 ( )2
( )

1(̂ ) ( ) ( ) ,
2 ( )

d
i j

N
Z Z

N
γ = − ∈∑

h
h s s h

h
, (4.3) 

donde: 

 { }( ) ( , ) : ; , 1,...,i jN i j i j n= − = =h s s h , (4.4) 

y ( )N h  es el número de pares distintos en ( )N h .  

Realmente el estimador (4.3) sólo es de utilidad en el caso de datos 

regularmente espaciados. Cuando los datos están irregularmente espaciados 

generalmente se utiliza una versión suavizada de este estimador, por ejemplo 

considerando en lugar de (4.4): 

 { }( ( )) ( , ) : ( )i jN Tol i j Tol= − ∈h s s h , (4.5) 

donde ( ) dTol ⊂h  es una región de tolerancia en torno a h. Esta región debería 

ser lo suficientemente grande como para que no aparezcan inestabilidades, por lo 

que se recomienda (Journel y Huijbregts 1978, p. 194) que el numero de 

aportaciones a la estimación en un salto h sea por lo menos de treinta2 (i.e. 

( ( )) 30N Tol ≥h ). 

 Análogamente al caso anterior, suponiendo estacionariedad de segundo 

orden, se obtiene el estimador clásico del covariograma: 

 ( )( )
( )

1ˆ( ) ( ) ( ) ,
( )

d
i j

N
C Z Z Z Z

N
= − − ∈∑

h
h s s h

h
, (4.6) 

siendo: 

 
1

1 ( )
n

i
i

Z Z
n =

= ∑ s , 

la media muestral y ( )N h  dado por (4.4) (o reemplazándolo por (4.5) en el caso 

posiciones irregulares). El principal problema con este estimador es la necesidad 

de estimar la media µ  del proceso (además de que la suposición de 

estacionariedad de segundo orden es menos general; sección 2.1). 

 Existen numerosos estudios en la literatura sobre las propiedades 

estadísticas de los estimadores (4.3) y (4.6). Por ejemplo, se ha probado (bajo 

                                      
2 Algunos detalles adicionales sobre la selección de las regiones de tolerancia se tienen 

en la sección 7.1. 
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condiciones “mixing” adecuadas) su normalidad asintótica3 (ver p.e. Davis y 

Borgman, 1979, para el caso del variograma) y se obtuvieron también 

expresiones que permiten obtener la matriz de varianzas-covarianzas de 

estimaciones a distintos saltos (p.e. las correspondientes a (4.3) se tienen en 

Cressie, 1985). A continuación se comentan algunas propiedades de estos 

estimadores que justifican el modelado de la dependencia espacial a través del 

semivariograma. Mas detalles sobre la distribución y propiedades de estos 

estimadores se tienen por ejemplo en Cressie (1993, pp. 71-74). 

 

VENTAJAS DE LA ESTIMACIÓN DEL VARIOGRAMA 

Algunas de las principales razones que justifican el empleo del estimador 

del variograma (4.3) en lugar del estimador (4.6) del covariograma son las 

siguientes: 

•  Sesgo: Cuando el proceso ()Z ⋅  es intrínsecamente estacionario ˆ2 ()γ ⋅  es un 

estimador insesgado de 2 ()γ ⋅ , sin embargo, cuando el proceso es 

estacionario de segundo orden, ˆ()C ⋅  tiene sesgo (1/ )O n  (ver p.e. Fuller, 

1996, sección 6.2). 

•  Estimación basada en residuos: Si la media no es constante debe ser 

estimada y eliminada de los datos para poder utilizar estos estimadores 

(ver comentarios en el apartado anterior). En ese caso los estimadores 

obtenidos a partir de los residuos son sesgados, sin embargo Cressie y 

Grondona (1992) probaron, en un caso bastante general, que el sesgo del 

estimador del variograma es de menor orden que el del correspondiente 

estimador del covariograma (en la sección 4.1.2 se tienen más detalles 

sobre este tema). 

•  Contaminación por tendencia: Si la media no es constante y no es 

eliminada adecuadamente se pueden producir estimaciones desastrosas 

del covariograma al utilizar ˆ()C ⋅ . Por ejemplo Cressie (1993, p. 72) 

probó, para un caso particular, que el efecto de introducir una 

                                      
3 Aunque la distribución del estimador clásico del variograma para un salto fijo h se 

aproxima más a la lognormal (Baczkowski y Mardia, 1987). 
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contaminación lineal es mucho menor en el estimador del variograma y 

especialmente cerca del origen. 

 

ESTIMADORES ROBUSTOS 

Uno de los problemas con el estimador empírico del semivariograma (4.3) 

es su falta de robustez frente a observaciones atípicas. Por este motivo se han 

propuesto numerosas alternativas robustas en la literatura; por ejemplo, una 

recopilación y comparativa de este tipo de estimadores se tiene en Dutter 

(1996).  

A continuación se exponen algunos de éstos estimadores (propuestos 

inicialmente por Hawkins y Cressie, 1984) basados en la siguiente idea4: si el 

proceso ()Z ⋅  es normal entonces 2( ( ) ( ))Z Z− +s s h  sigue una distribución 
2
12 ( )γ χh , sin embargo esta distribución es muy asimétrica y la transformación de 

potencia que hace que se aproxime más a la simetría (normalidad) es la raíz 

cuarta. Por tanto Hawkins y Cressie (1984) sugirieron trabajar con la raíz 

cuadrada de las diferencias5, i.e. 
1
2( ) ( )Z Z− +s s h , y posteriormente transformar 

el resultado a la escala original pero asegurándose de obtener un estimador 

aproximadamente insesgado (utilizando del método delta). Basándose en esta 

idea se obtienen los estimadores: 

 
1
2

4

2
( )

1 0.494 0.0452 ( ) ( ) ( ) 0.457+
( ) ( ) ( )i j

N
Z Z

N N N
γ

    = − +      
∑

h
h s sh h h

, (4.7) 

o: 

 { }( )1
2

412 ( ) mediana ( ) ( ) : ( , ) ( )
0.457 i jZ Z i j Nγ = − ∈h s s h , 

donde ( )N h  esta definido por (4.4) (o (4.5) en el caso posiciones irregulares). 

Aunque este último estimador es más robusto, diversos estudios de simulación 

(p.e. Cressie y Hawkins, 1980) mostraron que ()γ ⋅  es un estimador más eficiente 

que ( )γ ⋅ . 

                                      
4 Que será utilizada también en el capítulo 7 para la estimación no paramétrica robusta de 

un variograma espacio-temporal. 
5 Otra ventaja de utilizar la raíz cuadrada de las diferencias es que, en general, están 

menos correladas que las diferencias al cuadrado (ver p.e. Cressie, 1993, p. 76) 
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 Estos estimadores son utilizados muchas veces en la práctica junto a 

métodos robustos de predicción espacial (que por motivos de extensión no se 

tratan en este trabajo). Por ejemplo Cressie y Hawkins (1980) propusieron una 

robustificación del kriging ordinario conocida como kriging robusto y, para el caso 

de media no constante, Cressie (1986) propuso el método conocido como median-

polish kriging (que se puede ser modificado para distintas situaciones, ver p.e. 

Fernández-Casal, 1995, sección 4.3). Más detalles sobre estos métodos se tienen 

también por ejemplo en Cressie (1993, secciones 3.3 y 3.5) y Chilès y Delfiner 

(1999, sección 3.7.2). 

 

ESTIMADORES NO PARAMÉTRICOS 

Los estimadores locales tipo núcleo son herramientas frecuentemente 

utilizadas en la estimación de curvas y superficies. Entre los más conocidos 

podemos señalar los estimadores tipo Nadaraya-Watson y los polinómicos 

locales (ver p.e. Wand y Jones, 1995, o Fan y Gijbels, 1996). Recientemente se 

han considerado también estas ideas para la estimación del covariograma (e.g. 

Hall et al., 1994; Hall y Patil, 1994) y del semivariograma (e.g. Febrero-Bande et 

al., 1998; Yu y Mateu, 2002; García-Soidán et al., 2003a y 2003b) 

Suponiendo estacionariedad de segundo orden, Hall et al. (1994) 

consideraron el siguiente estimador tipo Nadaraya-Watson del covariograma en 

el caso unidimensional: 

 
( )( )( )

( )

( )

1

( )

1

( ) ( )
ˆ( )

i j

i j

n n
s s s

i jh
i j i

n n
s s s

h
i j i

K Z s Z Z s Z
C s

K

− −

= =

− −

= =

− −
=
∑∑

∑∑
, (4.8) 

siendo ()K ⋅  una función núcleo unidimensional y h el parámetro ventana. 

Además, estos autores estudiaron sus propiedades asintóticas (considerando una 

combinación de dominio creciente y relleno) suponiendo continuidad del 

covariograma teórico6. Un estudio similar ha sido realizado por Hall y Patil (1994) 

para el caso general multidimensional (no isotrópico).  

                                      
6 Adicionalmente, estos autores propusieron un método para la obtención de 

covariogramas válidos a partir de estos estimadores, estudiando también las 
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En el caso de estacionariedad intrínseca, la expresión general de un 

estimador no paramétrico de un semivariograma isotrópico es: 

 
( )

1
2

1 1
1

1 1

( ) ( ) ( )
(̂ )

2 ( )

n n

ij i j
i j i

n n

ij
i j i

r Z Z
r

r

ω
γ

ω

−

= = +
−

= = +

−
=
∑ ∑

∑ ∑

s s
, (4.9) 

donde ( ) 0,  ,ij r i jω ≥ ∀  y , ( ) 0iji j rω >∑ . Dependiendo de la elección de estos 

pesos obtenemos distintos estimadores, por ejemplo tomando: 

•  ( )( )( )ij Tol r i jrω = −s sI , siendo ( )Tol r ⊂  una región de tolerancia 

en torno a r (y denotando por ()A ⋅I  función indicadora del conjunto A), 

obtenemos el estimador clásico (suavizado) del variograma. 

•  ( )( ) i j r
ij hr Kω − −= s s , (4.9) es el estimador Nadaraya-Watson (Hall et 

al., 1994, p. 2123; Febrero-Bande et al., 1998; García-Soidán et al., 

2003a).  

•  ( )( ) i j r
ij hr Kω − −= ×s s

( )( )( )k l r
k l k l i jh

k l
K r− − − − − − −∑∑ s s s s s s s s   

se obtiene el estimador lineal local del semivariograma propuesto por 

García-Soidán et al. (2003b).  

•  ( ) ( )( )0 0

1( ) i j

i j i j

r
ij h

r Kδ δω − −
− −= s s

s s s s , siendo 0() 0δ ⋅ >  un parámetro 

adicional de suavizado, se obtiene el denominado estimador tipo “vecino 

más próximo” con parámetro de vecindario variable propuesto por Yu y 

Mateu (2002).  

La expresión (4.9) mostrada aquí no incluye los índices i j=  ya que en 

general el semivariograma no es continuo en el origen; sin embargo, si se supone 

que hay continuidad (e.g. García-Soidán et al., 2003a), puede incrementarse 

significativamente la eficiencia de estos estimadores cerca del origen incluyendo 

los términos de la diagonal. 

                                                                                                             
propiedades de la estimación final obtenida; en la sección 4.5.2 se describe brevemente 

esta metodología. 
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Las propiedades asintóticas (suponiendo continuidad) de los estimadores 

tipo Nadaraya-Watson y del estimador lineal local han sido estudiadas por 

García-Soidán et al. (2003a) y (2003b) respectivamente7. Además de realizar un 

estudio similar al de Hall et al. (1994) o Hall y Patil (1994); hay que destacar que, 

entre otros resultados 8, estos autores obtuvieron la expresión de la ventana óptima 

h que minimiza asintóticamente el error en media cuadrática. Yu y Mateu 

(2002) realizaron un estudio similar sobre el estimador tipo vecino más próximo 

descrito anteriormente. 

 

4.1.2 Estimación del variograma en el KU 

En el caso del kriging universal no es apropiado utilizar directamente los 

estimadores del semivariograma mostrados en la sección anterior, ya que la 

media no es constante y por tanto: 

 ( )
2

2
1 2 1 2 1 2

0
( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( )

p

j j j
j

E Z Z f fγ β
=

  − = − + −   
∑s s s s s s , 

utilizando la notación de la sección 3.3 (que será la empleada a lo largo de este 

sección). 

En ocasiones se puede “solventar” este problema analizando el 

comportamiento del proceso en distintas direcciones. Si se encuentra una 

dirección en los datos a través de la cual la media es aparentemente constante, 

se puede estimar el variograma en esa dirección (utilizando alguno de los 

estimadores anteriores) y posteriormente ajustar un modelo válido de 

variograma. Si el variograma se puede suponer isotrópico y el modelo ajustado 

es también un variograma isotrópico válido en dR , se obtiene de esta forma un 

modelo válido para cualquier dirección (ver p.e. Cressie, 1993, sección 3.4.1 o 

                                      
7 En la sección 7.2 se realizan algunas observaciones adicionales sobre este tipo de 

estimadores (en el caso espacio-temporal). 
8 Adicionalmente, propusieron el uso de estos estimadores piloto junto a los modelos 

flexibles de Shapiro-Botha (1991) y estudiaron las propiedades de la estimación final 

obtenida; en la sección 4.5.1 se tienen más detalles sobre esta aproximación. 
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Chilès y Delfiner, 1999, sección 2.7.4). Sin embargo esta solución no siempre es 

adecuada o se puede llevar a cabo en la práctica.  

Si β  es conocido (kriging ordinario) podemos estimar el variograma a 

partir del proceso: 

 
0

( ) ( ) ( )
p

j j
j

Z fδ β
=

= −∑s s s .  

En el caso del KU β  no es conocido, por lo que se puede pensar en estimarlo, 

calcular los residuos (estimados) y obtener una estimación del variograma a 

partir de ellos. Sin embargo para que β  pueda ser estimado de forma eficiente 

sería necesario (en principio) conocer ( )Var Z , i.e. se necesita conocer ( )γ ⋅ . Este 

problema circular es el principal inconveniente achacado al kriging universal 

(ver p.e. Armstrong, 1984, para más detalles). 

  

ESTIMACIÓN DEL VARIOGRAMA BASADA EN LOS RESIDUOS 

Supongamos por el momento que el proceso ()δ ⋅  es estacionario de 

segundo orden con covariograma ()C ⋅  (más adelante se tratará el caso de que 

este proceso solamente sea intrínsecamente estacionario). Cuando ( )Var ZΣ =  

es conocida podemos calcular el estimador lineal óptimo de β : 

 1 1 1ˆ ( )mcg
− − −′ ′= X X X Zβ Σ Σ . 

A partir de este estimador, denotando por 1 1 1( )mcg
− − −′ ′=P X X X XΣ Σ  la 

matriz proyección, obtenemos el vector de residuos estimados:  

 ˆ ˆ ( )mcg n mcg− = −Z X I P Zδ = β ,  

 cuya matriz de varianzas-covarianzas resulta ser: 

 
1 1

ˆ( ( ) ( )

( ) .

n mcg n mcgVar
− −

′− −

′ ′=

I P I P

X X X X

δ) = Σ

Σ− Σ
 (4.10) 

Por tanto si utilizamos estimaciones de los residuos, incluso procediendo de la 

forma más eficiente, se introduce un sesgo en la estimación de la dependencia 

espacial. Explícitamente, teniendo en cuenta que 1 1ˆ( ) ( )mcgVar − −′= X Xβ Σ , 

(4.10) es equivalente a: 
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ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ))

ˆ ˆ( ) ( ( ), ( )),
i j i i j j

i j i j

C Cov Z Z

C Cov
δ µ µ

µ µ

= − −

= − −

s s s s s s

s s s s
 

denotando por ˆ( )µ s  la estimación m.c.g. de la tendencia, y expresado en función 

del semivariograma obtenemos que: 

 1
ˆ 2 ˆ ˆ( , ) ( ) ( ( ) ( ))i j i j i jVarδγ γ µ µ= − − −s s s s s s . (4.11) 

Por tanto al utilizar alguno de los estimadores mostrados anteriormente 

con los residuos estimados obtenemos estimaciones sesgadas del semivariograma 

teórico. Matheron (1971, pp. 152-155) ya notó que, por lo general, el sesgo del 

estimador del semivariograma es pequeño en los saltos próximos al origen, pero 

más sustancial en saltos grandes. Para un caso particular, Cressie (1993, pp. 

166-167) observó que los residuos basados en el estimador m.c.g. dan lugar a un 

estimador del variograma con sesgo negativo y cuadrático en h. Parece ser que 

este problema provocó una desilusión con el kriging universal y la iniciativa 

hacia el kriging con funciones intrínsecamente estacionarias (ver p.e. Matheron, 

1973; Cressie, 1993, sección 5.4; o Chilès y Delfiner, 1999, cap. 4). 

En la práctica además Σ  es desconocida; para solventar este problema 

Neuman y Jacobson (1984) propusieron una aproximación iterativa, empezar 

con el estimador m.c.o. de β , estimar al variograma a partir de los residuos, 

ajustar un modelo de variograma válido, calcular el estimador m.c.g. basado en 

el modelo ajustado y así sucesivamente hasta convergencia. En la práctica este 

procedimiento suele converger en pocas iteraciones (normalmente menos de 5). 

Hay que destacar que esta forma de proceder no soluciona el problema del sesgo, 

ya que incluso cuando Σ  es conocida el sesgo no es nulo. 

En cuanto a las consecuencias de que el estimador del variograma no sea 

insesgado en el kriging universal, hay que tener en cuenta que: 

•  Al ajustar un modelo de variograma por mínimos cuadrados ponderados 

o generalizados (sección 4.3.1), automáticamente los saltos pequeños 

reciben mayor peso en el ajuste. 

•  Además si la predicción espacial se lleva a cabo con un criterio de 

vecindad, el variograma sólo es evaluado en saltos pequeños, donde se 

tiene una buena estimación y un buen ajuste. 
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•  También hay que tener en cuenta el resultado de Stein (1988), i.e. para 

una predicción eficiente generalmente sólo es necesario capturar la 

conducta del variograma cerca del origen 

Por lo anterior, el desencanto con el kriging universal ha sido prematuro, 

el efecto del sesgo del estimador del variograma sobre el predictor del kriging 

universal es pequeño. Sin embargo la varianza del kriging universal se ve más 

afectada y es menor de lo que debería ser (para más detalles ver Cressie, 1993, 

pp. 296-299; ver también la sección 4.4. para una posible solución). 

Adicionalmente se han propuesto alternativas a los métodos de ajuste basados 

en mínimos cuadrados (mostrados en la sección 4.3.1) que tienen en cuenta el 

sesgo en la estimación del variograma (ver Beckers y Bogaert, 1998; y 

comentarios en sección 4.3.1). 

 

Estimación en el caso de variogramas no acotados 

Si el proceso ()δ ⋅  sólo es intrínsecamente estacionario, no está disponible 

la matriz Σ  y en principio es imposible estimar la tendencia. Sin embargo, 

normalmente se suele trabajar en un dominio acotado D y podemos encontrar 

una constante positiva A tal que ( ) ( ) 0,C A Dγ∗ = − ≥ ∀ ∈h h h  (y por tanto 

esta función es un covariograma válido en ese dominio); la función ( )C ∗ h  se 

suele denominar “pseudo-covariograma” (o covarianza localmente equivalente; 

ver p.e. Chilès y Delfiner, 1999, sección 4.6.2). Si utilizamos ( )C ∗ h  en lugar del 

covariograma en la estimación de la media (o en las ecuaciones del predictor del 

KU), la constante A se cancela y obtenemos los mismos resultados (sin embargo 

las varianzas si que dependen de esta constante).  

 

4.2 MODELOS PARAMÉTRICOS DE VARIOGRAMAS 

Los variogramas deben ser condicionalmente semidefinidos negativos, una 

propiedad que los estimadores normalmente no poseen. Tradicionalmente esto se 

remedia ajustando un modelo paramétrico válido al estimador piloto (sección 

4.3). En la sección 4.2.1 se comentan algunas aproximaciones para la obtención 

de modelos válidos de semivariogramas y a continuación, sección 4.2.2, se tiene 

una revisión de los modelos isotrópicos tradicionalmente utilizados en 
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geoestadística. Estos modelos son empleados también en algunos casos como 

estructuras básicas a partir de las cuales se construyen modelos más complejos 

como los denominados modelos lineales de regionalización. Este tipo de modelos 

son tratados en la sección 4.2.3.  

 

4.2.1 Obtención de modelos paramétricos 

Entre las principales aproximaciones para la obtención de modelos de 

semivariograma (o covariograma) destacan las basadas en la representación 

espectral (sección 2.2). Por ejemplo, teniendo en cuenta (2.22), a partir de la 

función (isotrópica) de densidad espectral: 

 2 22
2( ) 4 ( )

d ddg λ π λ− −= Γ , 

se obtiene el modelo isotrópico de semivariograma: 

 
0

0 si 
( )  

 + si c b
γ

==  ≠

h 0
h

h h 0
θ  (4.12) 

denominado modelo lineal; donde 0( , )c b ′=θ , siendo 0 0c ≥  el efecto nugget y 

0b ≥  el parámetro de escala. Este modelo es válido en d , 1d∀ ≥ . 

Otra alternativa que puede ser de interés es la basada en la 

representación del proceso ()Z ⋅  como la media móvil de un proceso espacial 

independiente: 

 ( ) ( ) ( ) ( )dZ f W d ε= − +∫s x s x x s
R

, 

siendo f una función real cuyo cuadrado es integrable en d , ( )W ⋅  un proceso 

espacial ruido blanco de media cero y varianza unidad y ( )ε s  es un proceso 

ruido blanco de media cero, independiente de ( )W s  y con varianza 0c . A partir 

de esta expresión se deduce que el proceso ()Z ⋅  es estacionario de segundo orden 

y su variograma (acotado) viene dado por: 

 ( )202 ( ) 2 ( ) ( )dc f f dγ = + −∫h x x h x
R

, (4.13) 

para ≠h 0  (ver p.e. Barry y Ver Hoef, 1996, apéndice A). Teniendo en cuenta 

este resultado se puede pensar en utilizar parametrizaciones de la función f de 

forma que la integral (4.13) admita una solución explícita. Por ejemplo, 

considerando la función definida en 1 : 
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 { }0( ) a xf x bI − ≤ ≤= , 

se obtiene el semivariograma lineal-acotado: 

 0

0

0 si 0

( ) si 0

si

h

h = c b h h a

c ba h a

γ

 = + < ≤ + >

θ  (4.14) 

siendo 0( , , )c a b ′=θ  con 0 0c ≥ , 0a ≥  y 0b ≥ . 

Algunos de los resultados mostrados en la sección 2.2 (y otros similares) 

son utilizados también para la obtención de modelos válidos de variogramas o 

covariogramas (por ejemplo, en ocasiones se recurre a la propiedad (2.8) para 

obtener nuevos modelos a partir de los ya conocidos). Referencias con 

información adicional sobre este tema que pueden ser de interés son por ejemplo 

Yaglom (1986), Christakos (1992) o Chilès y Delfiner (1999, secciones 2.3 y 2.5). 

 

4.2.2 Modelos paramétricos isotrópicos 

A continuación se presentan algunos de los modelos paramétricos de 

semivariograma conocidos, una revisión más completa se tiene por ejemplo en 

Chilès y Delfiner (1999, sección 2.5.1). En la notación utilizada en las 

parametrizaciones 0 0c ≥  representa el efecto nugget, 1 0c ≥  el umbral parcial 

(en el caso de variogramas acotados) y 0a >  el rango (si existe) o el parámetro 

de escala. En el caso de semivariogramas acotados que alcanzan el umbral 

asintóticamente (rango infinito), el parámetro a representa el rango práctico, 

definido como la distancia en la que el valor del semivariograma es el 95% del 

umbral parcial.  

Los modelos isotrópicos de semivariograma más utilizados en 

geoestadística son: 

•  Modelo esférico: 

 ( )30 1

0 1

0 si 0

3 1( ) si 0
2 2

si

= c c - a
a a

c c a

γ

=     + < ≤       + >

h

h hh h

h

θ   

válido en d , 1,2,3d = . 
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•  Modelo exponencial: 

 ( )( )0 1

0 si 
( )  3 + 1 exp si c c

a
γ

==  − − ≠

h 0
h h h 0

θ   

válido en d , 1d∀ ≥ . 

 

•  Modelo racional cuadrático: 

 2

0 1 221
19

0 si 

( )  
 + si c c

a
γ

==  ≠ +

h 0

h h h 0
h

θ   

válido en d , 1d∀ ≥ . 

•  Modelo potencial: 

 
0

0 si 
( )  

 + si c a λγ
==  ≠

h 0
h

h h 0
θ   

con 0 2λ≤ <  y válido en d , 1d∀ ≥ . En el caso de 1λ =  se 

obtiene el conocido modelo lineal (4.12). 

•  Modelo exponencial-potencial: 

 ( )0 1

0 si 

( )  
 + 1 exp 3 si c c

a

λγ

==      − − ≠      

h 0

h h h 0
θ  (4.15) 

con 0 2λ≤ ≤  y válido en d , 1d∀ ≥ . Cuando 2λ =  (4.15) es 

denominado modelo gausiano; este modelo sin embargo no debería ser 

utilizado en la predicción espacial debido a las inestabilidades numéricas 

que produce en los algoritmos kriging (especialmente cuando el efecto 

nugget es grande; ver p.e. Wackernagel, 1998, pp. 120-123). El modelo 

exponencial se obtiene también como caso particular cuando 1λ = . 

•  Modelo oscilatorio: 

 ( )0 1

0 si 
( )  

 + 1 sen si ac c
a

γ
==     − ≠   

h 0
h h h 0

h
θ   
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válido en d , 1,2,3d = . Este modelo con forma de onda (hay 

correlaciones negativas) alcanza su valor máximo ( 0 11.218c c+ ) cuando 

4.5ah , siendo a el parámetro de escala. 

•  Modelo de Matérn (o K-Bessel): 

 ( ) ( )0 1 1

0 si 

( )  1 + 1 si 
2 ( )

c c K
a a

ν
νν

γ
ν−

==    − ≠   Γ 

h 0

h h h h 0
θ   

siendo 0ν ≥  y Kν  la función de Bessel modificada de tercera clase 

de orden ν  (ver p.e. Abramowitz y Stegun, 1965, pp. 374-379). Este 

modelo es válido en d , 1d∀ ≥ . El modelo exponencial se obtiene 

como caso particular cuando 1
2ν =  y en el límite ν → ∞  el modelo 

gausiano. 

En la figura 2.3 se tienen algunos ejemplos de las formas de algunos de 

estos semivariogramas. 

 

 

 (a) (b) 

0

1
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5

6
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h

γ (h )

Esf. Exp. Rac. cua.
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Figura 2.3: Representaciones de algunos los modelos paramétricos isotrópicos de 

semivariogramas: (a) esférico, exponencial y racional cuadrático con parámetros 

0 1c = , 1 4c =  y 5a = ; (b) modelo potencial con 0 1c = , 1a =  y 0.5λ = , 1 

(lineal) y 1.5. 
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4.2.3 El modelo lineal de regionalización 

Estos modelos se basan en la suposición de que el proceso ()Z ⋅  puede 

expresarse como9: 

 
0

( ) ( )
q

k k
k

Z a Y µ
=

= +∑s s ,  

donde ( )kY s  son procesos mutuamente independientes, de media cero e 

intrínsecamente estacionarios (o de segundo orden) con semivariograma ( )kγ h  

(que se supone es un modelo paramétrico elemental). A partir de esto se deduce 

que el semivariograma del proceso ()Z ⋅  viene dado por: 

 2

0
( ) ( )

q

k k
k

aγ γ
=

= ∑h h . (4.16) 

Los modelos de la forma (4.16) son denominados modelos lineales de 

regionalización, también conocidos en la literatura como “nested models” o 

modelos anidados. Uno de los modelos básicos ( )kγ h  suele ser un modelo efecto 

nugget y el resto algunos de los modelos mostrados en la sección anterior con 

efecto nugget nulo y umbral unidad. Además, cada modelo básico puede ser 

isotrópico o disponer de algún tipo de anisotropía (sección 2.2.2); por ejemplo en 

ocasiones se suponen con anisotropía geométrica y por tanto tendríamos que: 

 ( )( )k kkγ γ≡h A h  

siendo , 0,...,k k q=A  matrices d d× . De esta forma estos modelos pueden ser lo 

suficientemente flexibles como para modelar la mayoría de situaciones que se 

pueden presentar en la práctica. Sin embargo, es difícil establecer un 

procedimiento automático (o semi-automático) para la selección y el ajuste de 

este tipo de modelos. Esto provoca que el proceso normalmente se realice en la 

práctica de forma interactiva por el usuario y utilizando principalmente 

herramientas gráficas; siendo por tanto poco recomendables para algunos casos. 

En primer lugar hay que especificar el número y tipo de estructuras básicas, y 

                                      
9 Realmente no es necesario considerar esta representación (relacionada con el 

denominado kriging factorial, e.g. Goovaters, 1997, sección 5.6); estos modelos también 

se pueden obtener simplemente considerando las propiedades 1 y 2 del semivariograma 

mostradas en la sección 2.2.1. 
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en segundo lugar (aunque se suele hacer en la práctica de forma simultánea) 

está el problema de la estimación de los parámetros, donde puede ser 

especialmente complicado la determinación de los rangos y los parámetros de 

anisotropía de los distintos componentes. Ver por ejemplo Goovaerts (1997, 

sección 4.2.4) para más detalles sobre el uso en la práctica de éste tipo de modelos. 

 

4.3 PRINCIPALES MÉTODOS PARA EL AJUSTE DE UN MODELO 

VÁLIDO 

Como ya se comentó anteriormente, en general los estimadores del 

variograma no pueden ser usados directamente en la predicción espacial; no son 

condicionalmente semidefinidos negativos y eso puede causar por ejemplo 

estimaciones negativas de la varianza kriging. Este problema normalmente se 

remedia buscando un modelo paramétrico válido que describa adecuadamente la 

dependencia espacial presente en los datos. Supongamos que 

{ }2 ( ; ) :P γ= ∈ Θh θ θ , donde 2 ( ; )γ h θ  es un variograma válido en d  

(normalmente isotrópico), es la familia parametrizada de variogramas escogida. 

Se trata de encontrar el mejor elemento de P, para lo que se han propuesto 

diversos criterios de bondad de ajuste (ver p.e. Cressie, 1993, sección 2.6). Entre 

ellos hay que destacar los basados en mínimos cuadrados y en máxima 

verosimilitud, descritos a continuación. 

 

4.3.1 Mínimos cuadrados 

 Supongamos que 02 ( ; )γ h θ  es el variograma teórico y que ˆ (̂ )i iγ γ= h , i = 

1,...,K, son las estimaciones del semivariograma obtenidas utilizando algún tipo 

de estimador piloto (p.e. alguno de los mostrados en la sección 4.1.1). 

Normalmente, siguiendo las recomendaciones sugeridas por Journel y Huijbregts 

(1978, p. 194), solamente se consideran en el ajuste saltos menores o iguales que 

la mitad del máximo salto (i.e. { }1
2 maxi k l≤ −h s s ); y, si se utiliza el 

estimador empírico (o uno similar), de forma que el número de aportaciones a 

cada estimación sea por lo menos de treinta (i.e. ( ) 30iN ≥h ). 
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 Habitualmente (e.g. Cressie, 1993, p. 96-97) la estimación por mínimos 

cuadrados de 0θ  se obtiene al minimizar: 

 ( ) ( )ˆ ˆ( ) ( ) ( )′ Vγ − γ θ θ γ − γ θ , (4.17) 

siendo 1ˆ ˆ ˆ( ),..., ( )Kγ γ ′h hγ = ( ) , 1( ) ( ( ; ),..., ( ; ))Kγ γ ′= h hγ θ θ θ  y ( )V θ  una matriz 

K K×  semidefinida positiva que puede depender de θ , considerando alguno de 

los siguientes casos: 

•  Mínimos cuadrados ordinarios (m.c.o.): cuando ( ) K=V Iθ , siendo KI  

la matriz identidad K K× . 

•  Mínimos cuadrados ponderados (m.c.p.): si se considera que 

1( ) diag( ( ),..., ( ))Kw w=V θ θ θ , con ( ) 0, 1,...,iw i K≥ =θ . Normalmente 

se suele tomar estos pesos inversamente proporcionales a ˆ( ( ))iVar γ h . 

•  Mínimos cuadrados generalizados (m.c.g.): si 1
ˆ( ) ( )−=V γθ Σ θ , siendo 

ˆ( )γΣ θ  la matriz de covarianzas (asintótica) de γ̂  obtenida suponiendo 

que el variograma teórico es 2 ( ; )γ h θ . 

Sin embargo esta aproximación ha recibido algunas criticas debido a que 

la matriz de pesos utilizada en al ajuste depende también del parámetro sobre el 

que se realiza la minimización. Otra alternativa sería intentar obtener 0θ̂  de 

forma que minimizara: 

 ( ) ( )0ˆ ˆ( ) ( ) ( )′ Vγ − γ θ θ γ − γ θ , (4.18) 

sin embargo esto no es en principio posible ya que (4.18) depende del verdadero 

valor 0θ  desconocido. Para solucionar este problema se puede pensar en 

proceder de forma iterativa; comenzando con una estimación inicial (0)
0θ̂ , 

obtenida por ejemplo mediante m.c.o., y posteriormente en cada etapa k obtener 

una nueva aproximación ( )
0

ˆ kθ  al minimizar: 

 ( ) ( )( )( 1)
0

ˆˆ ˆ( ) ( )k−′ Vγ − γ θ θ γ − γ θ , (4.19) 

repitiendo este proceso hasta convergencia (realmente la mayoría de los 

algoritmos diseñados para el ajuste por mínimos cuadrados proceden de esta 

forma).  

Es importante señalar también que al utilizar el criterio m.c.g. el cálculo 

de la matriz de covarianzas ˆ( )γΣ θ  generalmente no resulta fácil; por ejemplo en 

Cressie (1985) se tienen las expresiones (suponiendo normalidad) para el 
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estimador empírico (4.3) y el estimador robusto (4.7) (en Cressie 1993, p. 96 hay 

un pequeño sumario). Esto produce que la minimización de la función objetivo 

(4.17) (o (4.19)) sea computacionalmente prohibitiva en muchos casos. Por este 

motivo se han considerado simplificaciones al método de mínimos cuadrados 

generalizados; por ejemplo, Genton (1998) propuso utilizar en lugar de ˆ( )γΣ θ  

una matriz de covarianzas obtenida suponiendo datos independientes y 

regularmente espaciados (dando la expresión explícita de esa matriz).  

El método de mínimos cuadrados ponderados puede verse como un 

compromiso entre la eficiencia del método de m.c.g. y la simplicidad del método 

de m.c.o.. Además, suponiendo normalidad y que el variograma teórico es 

2 ( ; )γ h θ , Cressie (1985) probó que: 

 
2( ; )ˆ( ( )) 2

( )
i

i
i

Var
N
γγ hh

h
θ , (4.20) 

en el caso del estimador empírico (4.3); y para el estimador robusto (4.7): 

 
2( ; )( ( )) 2.885

( )
i

i
i

Var
N
γγ hh

h
θ , 

siendo esta aproximación incluso mejor que en el caso anterior10. Proponiendo en 

estos casos la minimización de: 

 ( )2
1

ˆ( ) ( ) ( ; )
K

i i i
i=

w γ γ−∑ h hθ θ , (4.21) 

siendo 2( ) ( ) / ( ; )i i iw N γ= h hθ θ , como aproximación al criterio m.c.p.. De esta 

forma sin embargo los pesos dependen del parámetro θ  (y al minimizar (4.21) 

en cierto sentido se están maximizando también las varianzas), por lo que puede 

ser preferible utilizar el algoritmo iterativo descrito anteriormente11. 

Estos criterios de ajuste tiene unas propiedades interesantes: cuanto 

mayor sea ( )iN h  mayor peso recibe el residuo en el salto ih  y además, cuanto 

más pequeño sea el valor del variograma teórico mayor peso recibe también el 

residuo correspondiente. Por este motivo, los saltos próximos al origen 

típicamente reciben mayor peso con lo que se consigue un buen ajuste del 

                                      
10 Genton (1998) generalizó estas aproximaciones para el caso de M-estimadores. 
11 Otra posible alternativa sería tomar 2ˆ( ) / ( )i i iw N γ= h h , de esta forma se evitaría el 

tener que proceder de forma iterativa. 
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modelo de variograma cerca del origen (esto es especialmente importante; ver 

p.e. Stein, 1988, y comentarios en la sección 3.4.2). Adicionalmente estos 

métodos pueden ser implementados fácilmente en la práctica (de forma similar 

al m.c.o.). 

Aunque para obtener las expresiones (o aproximaciones) de las varianzas 

y covarianzas de las estimaciones piloto se supone habitualmente que la 

distribución de los datos es normal, se puede probar fácilmente que los 

procedimientos de ajuste obtenidos son también válidos para el caso de datos 

normales transformados (ver p.e. Cressie, 1993, p. 98). Esta es una de las 

principales ventajas de los métodos m.c.p. o m.c.g. frente a otras alternativas; 

como utilizan solamente la estructura de segundo orden (asintótica) del 

estimador del variograma, no es necesario hacer suposiciones sobre la 

distribución completa de los datos. De hecho la distribución y eficiencia 

asintótica de los estimadores mínimo cuadráticos ha sido estudiada por Lahiri et 

al. (2003) (considerando una conducta asintótica que combina dominio creciente 

y de relleno; ver sección 2.1), demostrando su consistencia y normalidad 

asintótica bajo condiciones muy generales.  

Como ya se comentó en la sección 4.1.2, en el caso del kriging universal el 

ajuste se realiza normalmente siguiendo el procedimiento iterativo propuesto por 

Neuman y Jacobson (1984). Sin embargo la estimación basada en los residuos 

introduce sesgos en la estimación de los parámetros del variograma. Otra 

alternativa es tener en cuenta el sesgo del estimador piloto del variograma en el 

ajuste. Beckers y Bogaert (1998) propusieron minimizar, utilizando el criterio de 

mínimos cuadrados, las diferencias entre las estimaciones piloto ˆ ( )R iγ h  

obtenidas a partir de residuos m.c.o. y sus valores esperados ( )ˆ ( )R iE γ h  

obtenidos de forma análoga a (4.11). Sin embargo, teniendo en cuenta las 

observaciones realizadas en la sección 4.1.2, en la mayoría de los casos no es 

realmente necesario utilizar esta aproximación. 

  

DETALLES PRÁCTICOS Y COMPUTACIONALES 

Para la minimización de la función objetivo (4.17) (o (4.19)) es necesario 

utilizar algoritmos de minimización multidimensional no lineal. Según la 

experiencia personal, después de haber considerado distintos métodos, es 
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recomendable utilizar un procedimiento iterativo que combine regresión lineal 

m.c.p. (o m.c.g., según el caso) con un algoritmo Levenberg-Marquardt no lineal 

con restricciones en los parámetros. Hay que tener en cuenta que los modelos 

paramétricos normalmente considerados (p.e. los mostrados en la sección 4.2) 

son funciones lineales del efecto nugget y del umbral parcial si se fijan el resto 

de parámetros. 

Por ejemplo en el caso de m.c.p. el procedimiento sería el descrito a 

continuación; en la k-ésima iteración: 

1. Se recalculan los pesos:  

 ( )
( 1) 2
0

( )
ˆ( ; )

k i
i k

i

Nw
γ −= h

h θ
, 

donde ( 1)
0

ˆ k−θ  es la aproximación obtenida en la iteración anterior. En 

la primera iteración se igualan los pesos a 1 (m.c.o.). 

2. Se estima el efecto nugget y el umbral parcial por regresión lineal 

m.c.p. (fijando los demás parámetros); si alguno de los valores resulta 

negativo, se iguala a cero y el otro parámetro se estima de nuevo.  

3. Se estiman el resto de parámetros (fijando el efecto nugget y el 

umbral parcial) utilizando un algoritmo Levenberg-Marquardt 

modificado con restricciones en los parámetros (rutina BCLSF de la 

IMSL). 

En el caso de la estimación por m.c.g. el algoritmo es similar; en la k-

ésima iteración: 

1. Se calcula ( 1)
ˆ 0

ˆ( )k−
γΣ θ , se obtiene la factorización de Cholesky 

( 1)
ˆ 0

ˆ( )k− ′= LLγΣ θ  y se calcula 1−L . En la primera iteración se 

sustituye esta matriz por la matriz identidad KI  (m.c.o.). 

2. Se estima el efecto nugget y el umbral parcial por regresión lineal 

m.c.g. (para ello es recomendable utilizar la matriz 1−L  obtenida en el 

paso anterior y un algoritmo de m.c.o. lineal); procediendo de modo 

análogo al caso anterior si alguno de los valores resulta negativo. 

3. Se estiman el resto de parámetros utilizando el algoritmo Levenberg-

Marquardt para minimizar ( ) ( )′F Fθ θ , siendo ( )1 ˆ( ) ( )−=F Lθ γ − γ θ . 

Estos algoritmos requieren fijar unos valores iniciales de los parámetros, 

salvo para el efecto nugget y el umbral parcial; aunque varias pruebas 
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mostraron que los ajustes obtenidos no dependen aparentemente de los 

parámetros iniciales utilizados. En el caso de los parámetros de escala espacial 

una práctica habitual es fijar el rango (práctico) igual a la mitad del salto 

máximo considerado en el ajuste. Otra aproximación consiste en ajustar rectas 

por m.c.o. a las estimaciones piloto del variograma en ciertos saltos para obtener 

aproximaciones iniciales a los valores buscados (e.g. Fernández-Casal, 1995).  

Hay que tener en cuenta los problemas y limitaciones de los algoritmos de 

minimización no lineal multidimensional. Uno de los problemas más frecuentes es 

la convergencia del método hacia un mínimo local; por ello, independientemente 

del algoritmo elegido para realizar el ajuste, es conveniente representar 

gráficamente el variograma ajustado junto a las estimaciones piloto. 

 

4.3.2 Estimación basada en máxima verosimilitud 

La estimación por máxima verosimilitud es un método muy conocido en 

la inferencia estadística paramétrica, aunque su empleo en geoestadística ha sido 

relativamente reciente (a partir de mediados de los 80). Si suponemos que la 

distribución de los datos es normal, se puede deducir fácilmente la expresión de 

la función de verosimilitud y obtener las estimaciones de los parámetros 

buscando los valores que la maximizan. 

A lo largo de esta sección se supondrá por tanto que la distribución de los 

datos es normal: 

 ~ ( , )NZ Xβ Σ , (4.22) 

donde Σ = Σ(θ) , utilizando la notación de secciones anteriores.  

 

MÁXIMA VEROSIMILITUD (MV, ML) 

Suponiendo (4.22), la función de densidad de los datos es: 

 { }1
2 2 11( ) (2 ) exp ( (

2
n

f π − − −′= − − −z z X z XΣ β) Σ β) . (4.23) 

Además en la mayoría de los casos podemos reparametrizar el covariograma de 

forma que: 

 2 (σ VΣ = θ) , (4.24) 
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siendo 2σ  la varianza (desconocida). A partir de (4.23) y (4.24) se deduce que la 

expresión del logaritmo negativo de la función de verosimilitud (LNV) es: 

 

2 2

1
2

1( ) ln(2 ) ln( ) ln ( )
2 2 2
1 ( ) ( ) ( ),

2

n nL σ π σ

σ
−

= + +

′+ − −

Z V

Z X V Z X

β, θ, θ

β θ β
 (4.25) 

donde (V θ)  denota el determinante de la matriz (V θ). 
Las estimaciones de los parámetros 2( )σβ, θ,  se obtendrán minimizando 

(4.25). Un resultado bien conocido es que el mínimo de (4.25) se obtiene, 

independientemente de θ , para: 

 1 1 1ˆ ( ( ) (− − −′ ′= X V X X V Zβ θ) θ) , (4.26) 

 2 11 ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )
n

σ −′= − −Z X V Z Xβ θ β . (4.27) 

Por tanto la función a minimizar respecto a θ  es: 

 2 2 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ln(2 ) ln( ) ln ( )
2 2 2 2
n n nL L σ π σ= = + + +Z Z Vθ β, θ, θ . (4.28) 

Para ello es necesario utilizar algoritmos de minimización multidimensional no 

lineal. Además hay un problema adicional en la minimización de (4.28) y es la 

posible multimodalidad de esta función (ver p.e. Mardia y Watkins, 1989). Por 

tanto habría que asegurarse de que el algoritmo elegido no converge a un 

mínimo local. Al final de esta sección se tienen algunos detalles computacionales 

para la minimización de esta función. Si θ̂  es la estimación de θ  obtenida al 

resolver este problema, sustituyendo en (4.26) y (4.27) obtenemos las 

estimaciones de los demás parámetros. 

El comportamiento asintótico (bajo dominio creciente) de estos 

estimadores ha sido estudiado por Mardia y Marshal (1984), dando condiciones 

(no muy fáciles de chequear en la práctica) para su consistencia y normalidad 

asintótica (ver también Cressie, 1993, sección 7.3.1). Sin embargo existen 

numerosos ejemplos en la literatura donde se observa que los estimadores de 2σ  

y θ  pueden tener un sesgo considerable (especialmente cuando la tendencia no 

es constante), algo que es bastante conocido en la estimación de la varianza con 

datos independientes. Este es uno de los principales problemas de la estimación 

MV, que se puede resolver (por lo menos en parte) utilizando la variante de este 

método mostrada a continuación. 
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MÁXIMA VEROSIMILITUD RESTRINGIDA (MVR, REML) 

El método de MVR se basa en la idea de filtrar los datos de forma que la 

distribución conjunta no dependa de β . Se trata de maximizar la verosimilitud 

de 1m n p= − −  contrastes de error linealmente independientes: 

  =Y ZΛ ,  (4.29) 

siendo Λ  una matriz m n×  de rango m y tal que =X 0Λ  (i.e. ( )E =Y 0 ); 

estas combinaciones lineales se denominan también habitualmente incrementos 

generalizados. Por ejemplo, podemos construir una matriz Λ  a partir de la 

matriz de proyección: 

 1( )n
−′ ′= −P I X X X X  (4.30) 

eliminando 1p +  filas (ya que esta matriz es de rango m). 

 Bajo la hipótesis de normalidad (4.22) se tiene que: 

 ~ ( , )N ′Y 0 ΛΣΛ , (4.31) 

y por tanto la distribución de los incrementos generalizados no depende de β . A 

partir de (4.31) podemos obtener la expresión del LNV de forma análoga al caso 

anterior. Siguiendo el mismo proceso obtendríamos que la función objetivo a 

minimizar es igual a (4.28) reemplazando Z  por Y , m por n, ( )V θ  por 

( ) ( )Y ′=V Vθ Λ θ Λ  y eliminando Xβ : 

 2 2 1ˆ ˆ( ) ( ) ln(2 ) ln( ) ln ( )
2 2 2 2YY Y
m m mL L σ π σ= = + + +Y Y Vθ θ, θ , (4.32) 

siendo: 

 2 11ˆ ( )YY m
σ −′= Y V Yθ .  

Adicionalmente Harville (1974) demostró que las funciones de verosimilitud de 

distintos incrementos generalizados son iguales salvo una constante y que se 

pueden obtener expresiones simplificadas seleccionando la matriz Λ  de forma 

que 1( )n
−′ ′ ′= −I X X X XΛ Λ  y m′ = IΛΛ ; resultando en este caso: 

 
2 2

1

1ˆ ˆ( ) ( ) ln(2 ) ln( )
2 2 2

1 1( ln ( ) ,
2 2 2

Y Y
m mL L

m

σ π σ

−

′= = + −

′+ + +

Y Y X X

X V X V

θ θ,

θ) θ
 (4.33) 

y: 
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 2 11 ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )Y m
σ −′= − −Z X V Z Xβ θ β . (4.34) 

En general se da por hecho que la estimación MVR mejora, a veces 

significativamente, los resultados obtenidos con la estimación MV (sobre todo si 

p es grande comparado con n). Realmente numerosos estudios de simulación 

(e.g. Zimmerman y Zimmerman, 1991; Fernández-Casal et al., 2003b; capítulo 9) 

han demostrado que el sesgo en las estimaciones de los parámetros del 

variograma es en general menor; aunque no se han estudiado todavía las 

propiedades asintóticas teóricas de estos estimadores. 

 

DETALLES PRÁCTICOS Y COMPUTACIONALES 

Además del problema ya comentado de multimodalidad de la función de 

verosimilitud, hay que tener en cuenta que para evaluar las expresiones 

anteriores son necesarios cálculos matriciales. Como las dimensiones de estas 

matrices pueden ser grandes en la práctica, es especialmente aconsejable en este 

caso realizar los cálculos utilizando la máxima precisión posible; en caso 

contrario pueden aparecer problemas numéricos debido a la acumulación de 

errores de redondeo (esto es especialmente importante en la estimación MVR si 

se utiliza (4.30) y (4.32)). 

En el caso de MV el procedimiento recomendado a seguir sería el 

siguiente: 

1. Reparametrizar el covariograma de forma que se verifique (4.24). Por 

ejemplo en el caso de los semivariogramas mostrados en la sección 

4.2.2, si 0c  es el efecto nugget y 1c  el umbral parcial, en lugar de 

éstos parámetros se considerarían la varianza (umbral) 2
0 1c cσ = +  y 

la proporción de nugget en el umbral total 0 0 0 1/( )c c c c∗ = +  (lo que 

equivale a suponer en las expresiones del covariograma que 1 1c =  y 

00 1c≤ ≤ ). 

2. Utilizar un algoritmo micro-genético para la minimización de (4.28)

(detalles sobre este tipo de algoritmos se tienen p.e. en Goldberg, 

1989); de esta forma se evitan, entre otras cosas, los problemas 

relacionados con mínimos locales. 

Los pasos a seguir en el cálculo de (4.28), para unos valores de θ , serían los 

siguientes (entre paréntesis las rutinas correspondientes de la librería IMSL): 
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3. Calcular ( )=V V θ  y su factorización de Cholesky ′=V LL  

(DLFTDS). 

4. A partir de la factorización calcular V  y 1−L  (DLFDDS). 

5. Calcular 1∗ −=Z L Z  y 1∗ −=X L X . Obtener β̂  y 2σ̂ , dados por (4.26) 

y (4.27), al minimizar ( ) ( )∗ ∗ ∗ ∗′− −Z X Z Xβ β  utilizando un 

algoritmo m.c.o. lineal (DRLSE). 

6. Finalmente evaluar (4.28). 

Los pasos 3 a 6 habrá que repetirlos para cada iteración del algoritmo 

micro-genético por lo que el tiempo de computación puede ser grande 

(comparado con otros métodos más sencillos como el de m.c.p.). Además este 

algoritmo normalmente no depende de los valores iniciales elegidos; aunque es 

importante, para la velocidad de convergencia y la obtención de los valores 

óptimos, determinar de forma adecuada los valores mínimos y máximos de los 

parámetros. 

En el caso de la estimación MVR disponemos de dos opciones: una 

consistiría en obtener en primer lugar la matriz Λ  a partir de (4.30), calcular 

los correspondientes incrementos generalizados (4.29) y posteriormente 

minimizar (4.32); la otra opción consistiría en utilizar las expresiones (4.33) y 

(4.34). Aunque numerosos autores utilizan la primera de las opciones (e.g. 

Pardo-Igúzquiza, 1997), es recomendable utilizar la segunda opción por requerir 

normalmente un menor tiempo de computación y para evitar posibles problemas 

de redondeo (relacionados con el cálculo inicial de (4.30)), sobre todo si el 

número de observaciones es grande (p.e. más de 200). 

Comparando las expresiones (4.28) y (4.33) se observa que la principal 

diferencia es el calculo del determinante de la matriz 1( ( )− ∗ ∗′ ′=X V X X Xθ) , 

utilizando la notación anterior. Por tanto el algoritmo será análogo al de MV, 

calculando en el paso 6 este determinante antes de evaluar (4.33). 

 

4.3.3 Algunos comentarios sobre los distintos métodos 

Podemos afirmar que los métodos de estimación basados en mínimos 

cuadrados son los utilizados con mayor frecuencia en geoestadística. Por el 

contrario la estimación por máxima verosimilitud ha sido objeto de debate en 
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los últimos años, con numerosos comentarios en la literatura a favor (e.g. Pardo-

Igúzquiza, 1998) y en contra (e.g. Ripley, 1988) de este tipo de métodos. 

 Una ventaja de los métodos de máxima verosimilitud es que permiten 

estimar de forma conjunta β  y θ  directamente de los datos (y no es necesario 

calcular estimaciones piloto del variograma). Los problemas numéricos 

relacionados con este tipo de estimación se pueden resolver en la práctica 

utilizando por ejemplo el algoritmo propuesto anteriormente; aunque el tiempo 

de computación aumenta notablemente cuando el número de datos es grande. 

Además la estimación por máxima verosimilitud tiene una conexión directa con 

la estimación tipo Bayes (e.g. Handcock y Wallis, 1994). Sin embargo, uno de 

los principales inconvenientes normalmente achacados a estos métodos es que la 

hipótesis de normalidad es difícil (o más bien imposible) de chequear en la 

práctica a partir de una única realización parcial del proceso. Otro problema que 

también se debe tener en cuenta al utilizar estos métodos es su falta de robustez 

cuando hay valores atípicos (outliers) en los datos.  

No obstante es de esperar que las estimaciones obtenidas con los métodos 

de máxima verosimilitud sean más eficientes cuando la distribución de los datos 

se aproxima a la normalidad y el modelo paramétrico está especificado 

correctamente (especialmente con la estimación MVR); aunque no está claro si 

esta mejora es realmente significativa comparada con otros métodos más 

sencillos como el de m.c.p.. De hecho, bajo la hipótesis de normalidad, 

Zimmerman y Zimmerman (1991) observaron, al comparar mediante simulación 

las estimaciones obtenidas utilizando distintos métodos (entre ellos MV, MVR, 

m.c.o., m.c.p. y m.c.g.), que el método de m.c.p. era a veces el mejor 

procedimiento y nunca resultaba malo (considerando el sesgo, el error en media 

cuadrática y la cobertura del intervalo de predicción al 95%). Además, los 

métodos de mínimos cuadrados sólo utilizan la estructura asintótica de 2º orden 

del estimador piloto (no es necesario hacer suposiciones sobre la distribución 

completa de los datos), por lo que resultan ser más robustos que los de máxima 

verosimilitud cuando no se conoce por completo la distribución de Z (e.g. 

Carroll y Ruppert, 1982) y son adecuados incluso cuando la distribución de los 

datos no es normal (aunque en ese caso pueden no ser los óptimos). Los 

comentarios anteriores, además de su fácil implementación, justifican que el 

método m.c.p. sea el preferible para muchos autores.  
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Por otra parte, si se asume un modelo paramétrico habrá que asegurarse 

en la práctica de que esa suposición es adecuada. Diblasi y Bowman (2001) 

propusieron un método basado en la estimación no paramétrica para contrastar si 

el variograma teórico es constante (i.e. si no hay dependencia espacial) aunque 

lamentablemente todavía no están disponibles contrastes de hipótesis que 

permitan verificar si un determinado modelo paramétrico semivariograma es 

apropiado. Para evitar posibles problemas relacionados con la mala 

especificación del modelo de variograma se puede pensar en su estimación de 

forma no paramétrica (sección 4.5). En este caso los métodos de mínimos 

cuadrados serán claramente preferibles a los basados en máxima verosimilitud.  

Para comparar el ajuste obtenido con distintos modelos se pueden 

considerar los correspondientes valores finales de la función objetivo utilizada; 

por ejemplo los valores m.c.p. (o m.c.g.) correspondientes a su ajuste al 

estimador piloto o los valores del LNV si se utiliza alguno de los métodos de 

máxima verosimilitud (en este caso también se emplean en ocasiones criterios 

para la selección de modelos que tienen en cuenta el número de parámetros, 

como p.e. el AIC – Aikaike Information Criterion). Sin embargo en muchas 

ocasiones el objetivo final es la predicción, por lo que se suele utilizar la técnica 

de validación cruzada descrita a continuación. 

 

4.4 VALIDACIÓN CRUZADA DEL MODELO AJUSTADO 

El método de validación cruzada es la técnica normalmente utilizada en 

geoestadística para verificar si un modelo de variograma describe 

adecuadamente la dependencia espacial de los datos (ver p.e. Cressie, 1993, 

sección 2.6.4). Aunque también es utilizada en ocasiones para otros fines (ver 

p.e. Isaaks y Srivastava, 1989, capítulo 15), entre ellos: comparar distintas 

hipótesis sobre el modelo geoestadístico (tipo de modelo, vecindarios, etc.), 

detectar observaciones atípicas o incluso para la estimación de los parámetros 

del variograma (último apartado de esta sección). La idea básica es eliminar una 

parte de los datos y utilizar el resto de los datos para predecir los datos 

eliminados, entonces el error de predicción puede deducirse del valor que se predice 

menos el observado; repitiendo esto sobre varios conjuntos de datos se tiene una 

idea sobre la variabilidad del error de predicción. No sólo suele interesar estudiar 
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las predicciones, en general son también de interés las estimaciones del error 

cuadrático de predicción (varianza kriging).  

Supongamos que ˆ ( )j jZ− s  es un predictor de ( )jZ s  obtenido, utilizando 

alguno de los métodos de predicción espacial, a partir de { }( ) :iZ i j≠s  y el 

variograma ajustado ˆ2 (, )γ ⋅ θ  (calculado utilizando todos los datos), y que 
2 ( )j jσ− s  es el correspondiente error en media cuadrática de predicción. Hay 

varias formas de medir la aproximación de las predicciones a los verdaderos 

valores, por ejemplo: 

•  La media de los errores tipificados 

 ( )
1

1 ˆMET ( ) ( ) ( )
n

j j j j j
j

Z Z
n

σ− −
=

= −∑ s s s   

debería ser próxima a cero. Este no es un criterio muy adecuado (sobre 

todo en el caso del KO) ya que los predictores kriging son insesgados 

independientemente del modelo de variograma utilizado (ver p.e. 

Yakowitz y Szidarovski, 1985).  

•  El error cuadrático medio adimensional: 

 ( )( )2
1

1 ˆECMA ( ) ( ) / ( )
n

j j j j j
j

Z Z
n

σ− −
=

= −∑ s s s   

debería ser próximo a uno. El valor de este estadístico puede 

interpretarse como una medida de la concordancia entre las varianzas 

kriging y las varianzas observadas. Teniendo en cuenta que si reescalamos 

el variograma multiplicándolo por una constante, las predicciones con el 

variograma reescalado son idénticas y las varianzas kriging serán las 

mismas multiplicadas por esa constante. Podemos pensar en “corregir” 

un modelo de variograma12 de forma que ECMA sea igual a 1, 

multiplicándolo por 2ECMA . 

•  El error cuadrático medio: 

                                      
12 En la predicción espacial se supone que el variograma teórico es conocido. En la práctica 

el variograma es desconocido y hay que estimarlo, por lo cual la varianza kriging debería 

ser aumentada en un término correspondiente a esa estimación (ver Cressie, 1993, sección 

5.3, y comentarios anteriores en la sección 3.4.2); esto además puede agravarse en el caso 

del KU. Se podría pensar en utilizar este criterio para corregir las varianzas de predicción. 
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 ( )2
1

1 ˆECM ( ) ( )
n

j j j
j

Z Z
n −
=

= −∑ s s  (4.35) 

debería ser pequeño. El principal problema de este estadístico es que 

asigna igual peso a todos los datos y no tiene en cuenta las posiciones 

espaciales. Por lo general los errores son mayores en los puntos más 

alejados del resto de los datos (observaciones exteriores) y pueden tener 

un efecto dominante en la media global. Se podría pensar en calcular una 

media ponderada con pesos inversamente proporcionales a la varianza 

kriging o a alguna medida de la distancia de una posición al resto de los 

datos.  

•  Diversos criterios gráficos pueden ser también de interés como 

herramientas de diagnóstico, como p.e. el diagrama tallo-hoja de los 

residuos tipificados o gráficos de normalidad. 

Después de la validación cruzada del variograma, si esta resultó ser 

satisfactoria, se puede confiar en que la predicción basada en el modelo ajustado 
ˆ2 (, )γ ⋅ θ  es aproximadamente óptima y que las estimaciones del error en media 

cuadrática de predicción son bastante buenas (i.e. el modelo ajustado no es muy 

incorrecto). 

Uno de los principales problemas de esta técnica es el elevado coste 

computacional (Cressie, 1993, p. 104). Con el método descrito en el siguiente 

apartado, se puede obtener la validación cruzada de un modelo de variograma 

de forma rápida y sencilla. 

 

DETALLES PRÁCTICOS Y COMPUTACIONALES 

En el caso de validación cruzada la matriz kriging no es la misma para la 

predicción en las distintas posiciones, por lo que si se realiza el cálculo de la forma 

habitual (resolviendo n sistemas de orden n p+ ) el proceso puede ser 

notablemente lento, sobre todo si el número de datos es grande. Teniendo en 

cuenta las expresiones de las ecuaciones kriging eliminando una observación y 

además que los métodos kriging son interpoladores exactos, se pueden deducir 

fácilmente las expresiones que permiten obtener las predicciones de validación 

cruzada a partir de la matriz kriging construida con el total de los datos. 
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Supongamos de momento por simplicidad que la media es constante 

(kriging ordinario). Si utilizamos el KO para predecir 0( )Z s  a partir de 

( )1( ),..., ( )nZ Z ′=Z s s  hay que resolver el sistema (3.11), que en este caso resulta 

ser: 

 

1 1 1 0 11

1 0

( , ) ( , ) 1 ( , )

( , ) ( , ) 1 ( , )

1 1 0 1

n

n n n nn

m

γ γ γλ

γ γ γλ

                    =                     

s s s s s s

s s s s s s
, (4.36) 

 O O O=Γ λ γ .  

Supongamos que se elimina 1( )Z s  y que: 

 1 1 1− − −=Γ λ γ ,  

es el correspondiente sistema del KO para la predicción en 0s  a partir de 

{ }( ) : 1iZ i ≠s . Entonces el sistema con todos los datos (4.36) puede escribirse 

de la forma: 

 
11 1 0 1
* 11 1

( , ) ( , )λγ γ
−− −

 ′        =               

s s g s s
g γΓ λ

. 

A partir de esta expresión puede deducirse fácilmente que, si: 

 1
O

a
− =

′      

y

y AΓ , 

entonces ( ) 1 1
1 a− −

− ′= −A yyΓ ; por lo que los pesos y varianza kriging 

eliminando13 1( )Z s  resultan ser: 

 

1*
1 1

2
12 2

1

,

,KO

a

a

λ

λσ σ

=− −

−

−

= −

yλ λ
 

                                      
13 Expresiones análogas pueden obtenerse para el caso de eliminar más de una 

observación y también las correspondientes a añadir nuevas observaciones. Estas 

últimas pueden ser de especial interés cuando se pretenden añadir nuevas posiciones a 

una red de observación. 
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donde 2
KOσ  es la varianza kriging correspondiente a la predicción con todos los 

datos. 

Para el caso de que 0 1=s s , tendríamos que: 

 
1

2
1

1

(1, 0,..., 0)
1O
a

a
σ

−−

−−

 =′= ⇒  =

yλ
λ  (4.37) 

Además, para la obtención de a e y  no es necesario invertir la matriz OΓ , 

basta con resolver el sistema: 

 
1

O

a                  
=y 0Γ . 

Estos resultados son válidos también para el caso del KU; además, 

reorganizando filas y columnas de la matriz del sistema obtendríamos los 

resultados para las demás posiciones. Resumiendo, el procedimiento a seguir 

sería similar al descrito en la sección 3.3: 

•  Obtener la factorización ′UDU  de la matriz simétrica OΓ , donde U es 

una matriz triangular superior y D una matriz diagonal (rutina 

LFTSF de la librería IMSL). 

•  Para cada posición is  resolver el sistema: 

 ( ) ( )i i
O =y eΓ , 

siendo ( )i
ijj δ=e  (delta de Kronecker), utilizando la factorización 

anterior (rutinas LFSSF o LFISF de la librería IMSL). Posteriormente 

calcular la predicción de validación cruzada ˆ ( )i iZ− s  y la 

correspondiente varianza kriging 2 ( )i iσ− s  según (4.37), tomando 
( )i
ia y=  e y  el vector resultante de eliminar la fila i-ésima de ( )iy . 

Por tanto, cuando se calculan predicciones, se pueden obtener también 

las medidas de validación cruzada sin apenas coste computacional adicional. 

 

ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS DEL VARIOGRAMA MEDIANTE VALIDACIÓN 

CRUZADA 

Teniendo en cuenta las observaciones del apartado anterior se puede 

pensar también en utilizar la técnica de validación cruzada para la estimación 
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de los parámetros del modelo de variograma. Podríamos considerar por ejemplo 

el siguiente método: 

1. Reparametrizar el modelo de semivariograma de forma que:  

 (, ) (, )γ αγ∗ ∗⋅ = ⋅θ θ  

donde 0α >  es el parámetro de escala y ∗θ  es el vector de 

parámetros que determinan la forma de la dependencia espacial (hay 

que tener en cuenta que el parámetro de escala α  no influye en el 

cálculo de las predicciones; ver sección 3.4.2) 

2. Fijar el parámetro de escala a un valor inicial, por ejemplo 0 1α = . 

3. Estimar los parámetros ∗θ  de modo que minimicen el error cuadrático 

medio de validación cruzada (4.35) (Bastin y Gevers, 1985) o alguna 

versión ponderada (Fernández-Casal, 2000). 

4. Reajustar el parámetro de escala de forma que las varianzas de 

predicción sean coherentes con lo observado en los datos (i.e. 

ECMA 1= ), tomando: 

 ( )( )20
1

1 ˆˆ ( ) ( ) / ( )
n

j j j j j
j

Z Z
n

α α σ− −
=

= −∑ s s s . 

En el campo de las series de tiempo se han considerado modificaciones del 

método tradicional de validación cruzada para la obtención de predicciones más 

eficientes bajo la presencia de dependencia temporal, eliminando en el calculo de 

los errores de validación cruzada (además de la observación de predicción) 

varias observaciones cercanas (e.g. Härdle y Vieu, 1992). Estas modificaciones 

pueden ser implementadas también para el caso de dependencia espacial; si 

,ˆ ( )k j jZ s  es el predictor de ( )jZ s  y 2
, ( )jk jσ s  la varianza kriging considerando el 

total de datos menos las k observaciones más “cercanas” a la posición espacial 

js  (seleccionadas utilizando por ejemplo el semivariograma como distancia), 

bastaría con utilizar estos valores el los pasos 3 y 4 del método anterior. Sin 

embargo, en este caso las observaciones exteriores incrementarán aún más su 

influencia en el error cuadrático medio, por lo se debería utilizar una versión 

ponderada; por ejemplo: 

 ( )2, ,
, 11

1 ˆECMP ( ) ( )
n

k j k j j jn
k j jj

w Z Z
w ==

= −∑∑
s s , (4.38) 
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siendo 2
, ,1/ ( )k j jk jw σ= s . Sin embargo, como ya se comentó anteriormente, para 

una predicción (asintóticamente) eficiente es importante capturar la conducta 

del variograma cerca del origen, por lo que no se deberían eliminar 

observaciones próximas. Se puede pensar en una modificación adicional del 

método anterior que tenga también en cuenta esta información; por ejemplo, 

minimizando en el paso 3 una versión acumulada de (4.38): 

 ( )2, ,
1 1,1 1

1 ˆECMA ( ) ( )
k n

i j i j j jk n
i ji ji j

w Z Z
w = == =

= −∑∑
∑ ∑

s s , (4.39) 

y en el paso 4 tomando: 

 ( )( )20 , ,
1 1

1 ˆˆ ( ) ( ) / ( )
k n

i j j j i j j
i j

Z Z
nk

α α σ
= =

= −∑∑ s s s . 

Fernández-Casal (2000) comparó los métodos de validación cruzada 

correspondientes a (4.38) y (4.39) con el método de m.c.p. mediante simulación. 

En general, observó que los métodos de validación cruzada (al contrario de lo 

que podría pensarse en un principio) obtienen mejores resultados en el caso de 

mayor dependencia espacial y se ven muy poco afectados por la presencia de 

una tendencia (kriging universal). Además, la eliminación de más de una 

observación no mejora significativamente la eficiencia de las predicciones pero 

puede mejorar notablemente las estimaciones de las varianzas de predicción si se 

utiliza la versión acumulada. En cuanto a las estimaciones de los parámetros 

observó que, en general, producen estimaciones más eficientes del efecto nugget 

y del umbral parcial (sobre todo en el caso del kriging universal y al utilizar la 

versión acumulada), mientras que las estimaciones del rango son peores (debido 

quizás a que este parámetro influye menos en las predicciones obtenidas). Por 

tanto los métodos de validación cruzada pueden ser una alternativa al método 

de mínimos cuadrados, especialmente en el caso del kriging universal o de 

tamaños muestrales pequeños. 

Otra aproximación distinta, propuesta por Samper y Neuman (1989), 

consiste en maximizar la verosimilitud de los errores de validación cruzada 

(suponiendo normalidad). Aunque este método ha recibo algunas críticas (e.g. 

Cressie, 1993, p. 103), debido a que los datos considerados en la estimación MV 

dependen también de los parámetros a estimar. 
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4.5 APROXIMACIONES FLEXIBLES PARA EL MODELADO DE LA 

DEPENDENCIA ESPACIAL 

El principal problema al considerar modelos paramétricos es la posible 

mala especificación del modelo de variograma. En ocasiones puede ser difícil 

encontrar una familia parametrizada que se acomode a la forma del estimador 

piloto, por lo que el ajuste finalmente obtenido resulta poco satisfactorio. A 

continuación se hace una pequeña revisión de las distintas propuestas para 

solucionar este problema, basadas en la idea (no paramétrica) de disponer de 

mayor flexibilidad en el modelado espacial. 

 

4.5.1 Discretización de la distribución espectral (Shapiro-Botha) 

Shapiro y Botha (1991) propusieron una aproximación flexible y 

fácilmente implementable en la práctica para el ajuste de un modelo válido de 

variograma. Esta aproximación, que podríamos clasificar como no paramétrica, 

ha sido posiblemente la que mayor tratamiento ha recibido en la literatura de 

las comentadas en esta sección. A partir de la representación espectral (2.17) de 

un covariograma isotrópico obtuvieron una amplia familia de modelos de 

variogramas; por tanto solamente consideraron variogramas isotrópicos 

acotados14. Teniendo en cuenta la relación (2.20), la expresión del 

semivariograma (no nec. continuo) de un proceso estacionario de segundo orden 

isotrópico es de la forma: 

 
0 ( ) si 0

( )  
0 si 0

r r
r

r

ν ν
γ

 − >=  =
  (4.40) 

                                      
14 Es importante destacar que la hipótesis de estacionariedad de segundo orden 

realmente no es muy restrictiva en la práctica. Siempre se puede suponer que hay 

independencia a partir de una distancia a que puede ser mayor que el rango 

considerado. Por ejemplo, si consideramos el semivariograma lineal (4.12) y el 

semivariograma lineal con umbral (4.13), las predicciones kriging utilizando ambos 

modelos (con la misma pendiente y efecto nugget) coincidirán si no es necesario evaluar 

el semivariograma a distancias mayores que a. 
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siendo 0ν  una constante positiva y ( )rν  una función semidefinida positiva 

continua en el origen (i.e. un covariograma), que admite la representación: 

 
0

( ) ( ) ( )dr r dGν κ λ λ
∞

= ∫  (4.41) 

donde ()dκ ⋅  está definida por (2.16) y G es una función positiva, acotada y no 

decreciente en [0, )∞ . Recíprocamente, cualquier función verificando (4.40) y 

además 0 ( ) 0,  0r rν ν− ≥ ∀ ≥ , es un variograma isotrópico válido en d . 

Adicionalmente, como una función semidefinida positiva está acotada en valor 

absoluto por su valor en el origen (ec. (2.6)), esta última condición es 

equivalente a: 

 0 0 0
(0) ( ) 0dGν ν ν λ

∞
− = − ≥∫ . (4.42) 

El caso de que 0 0 (0) 0c ν ν= − >  indicará la presencia de un efecto nugget. 

 En este caso, teniendo en cuenta los resultados anteriores, el problema del 

ajuste de un modelo de variograma se reduce a encontrar una constante positiva 

0ν  y una función G acotada no decreciente de forma que el correspondiente 

variograma (4.40) describa adecuadamente la dependencia espacial de los datos. 

Sin embargo este problema puede ser demasiado complicado para resolverlo 

numéricamente, por lo que Shapiro y Botha (1991) consideraron una 

simplificación adicional que consiste en suponer que dG es una medida atómica, 

con un número finito de saltos positivos jz  en puntos , 1,...,jx j J= ; es decir, 

suponer que G es una función de la forma: 

 ( )
j

j
x x

G x z
≤

= ∑ .  

Adicionalmente, Shapiro y Botha (1991) supusieron (por comodidad) posiciones 

equiespaciadas: 

 , 1,...,jx j j Jφ= = , (4.43) 

siendo φ  un número positivo fijado de antemano. Los modelos de variogramas 

obtenidos son de la forma (4.40), donde la expresión (4.41) se reduce a: 

 
1

( ) ( )
J

d j j
j

r x r zν κ
=

=∑ ,  

y la restricción (4.42) se convierte en la restricción lineal: 
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 0
1

0
J

j
j

zν
=

− ≥∑ .  

Aunque Shapiro y Botha (1991) no consideraron los modelos correspondientes al 

caso límite d = ∞  (considerando ()κ∞ ⋅  definida por (2.18)), éstos pueden ser 

suficientemente flexibles como para modelar muchos de los casos que se puedan 

presenta en la práctica. 

Utilizando el criterio m.c.p. descrito en la sección 4.3.1, si ˆ (̂ )i irγ γ= , i = 

1,...,K, son las estimaciones piloto del semivariograma, el problema del ajuste se 

reduce a encontrar el vector ( )1 0,..., ,Jz z ν ′=θ  de dimensión 1J +  que 

minimiza la función: 

 
2

0
1 1

ˆ( ) ( )
K J

i i d j i j
i j

Q w x r zγ ν κ
= =

  = − +   
∑ ∑θ , (4.44) 

sujeto a las restricciones lineales: 

 0, 1,...,jz j J≥ = , (4.45) 

 0
1

0
J

j
j

zν
=

− ≥∑ . (4.46) 

La función objetivo (4.44) es una función cuadrática que puede escribirse 

como: 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( )Q ′= − −A W Aθ γ θ γ θ ,  

siendo 1ˆ ˆ ˆ( ,..., )Kγ γ ′=γ , 1diag( ,..., )Kw w=W  la matriz de pesos K K×  y A la 

matriz de coeficientes ( 1)K J× +  definida por ( )ij d j ia x rκ= −  para 1,...,i K= , 

1,...,j J=  y , 1 1i Ja + =  para 1,...,i K= . Como además las restricciones (4.45) 

y (4.46) son lineales, se trata de un problema de programación cuadrática que 

puede resolverse fácilmente aplicando alguna de las correspondientes técnicas de 

optimización lineal multidimensional (p.e. utilizando la rutina QPROG de la 

librería IMSL). Hay que tener en cuenta que para que este problema tenga 

solución única debe verificarse necesariamente que 1K J≥ + , por este motivo 

Shapiro y Botha (1991) propusieron tomar 1J K= − .  

Adicionalmente, si en la elección de los pesos se sigue el criterio 

propuesto por Cressie (1985) de tomar 2( ) ( )i i iw N r rγ= , siendo ( )iN r  el 

número de aportaciones a la estimación del semivariograma en el salto i-ésimo, 
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habrá que proceder de forma iterativa, tomando 1iw =  (m.c.o.) en el primer 

paso y recalculando los pesos en cada iteración hasta convergencia. Aunque 

Shapiro y Botha (1991) solo consideraron el criterio m.c.p., el algoritmo es 

también válido para el caso de m.c.g. (únicamente cambia el cálculo de la 

matriz de pesos W). 

Después de resolver el problema, si ( )1 0,..., ,Jz z ν ′=θ  es la solución 

óptima obtenida, el modelo de semivariograma ajustado15 vendrá dado por: 

 0
1

( ) ( )
J

d j j
j

r x r zγ ν κ
=

= −∑ , (4.47) 

para 0r > . 

Si utilizamos el estimador clásico del semivariograma (u otro similar), las 

estimaciones îγ  pueden tener una gran variabilidad y como la familia de 

semivariogramas obtenida de esta forma es muy flexible, el semivariograma 

ajustado ( )rγ  puede tener una forma muy irregular (sobre todo si la dimensión 

espacial d es pequeña). Para evitar un “sobreajuste” de este tipo Shapiro y 

Botha (1991, pp. 91-94) consideraron la inclusión de restricciones (lineales) 

adicionales de suavidad, monotonía o convexidad16. Otra aproximación distinta, 

sugerida inicialmente por Febrero-Bande et al. (1998), es la estimación no 

paramétrica del semivariograma. Además de obtener estimaciones más 

eficientes, al ser estas más suaves, no es necesario añadir restricciones 

adicionales en el ajuste. García-Soidán et al. (2003a) y (2003b) estudiaron 

también las propiedades asintóticas del semivariograma ajustado (4.47) cuando 

se utilizan como estimador piloto alguno de los estimadores locales tipo núcleo 

mostrados en la sección 4.1.1. 

                                      
15 Al contrario de lo que afirman algunos autores (e.g. Hall et al., 1994, p. 2115; Hall y 

Patil, 1994, p. 401) los modelos obtenidos con esta aproximación son semivariogramas 

válidos en el continuo. 
16 La flexibilidad de estos modelos disminuye al aumentar la dimensión, por lo que otra 

alternativa a la inclusión de restricciones adicionales podría ser considerar de modelos 

correspondientes a dimensiones mayores (también válidos; ver propiedades elementales 

del variograma en la sección 2.2.1). 
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Aunque Shapiro y Botha (1991) no consideraron la estimación de las 

características del semivariograma teórico, a partir del modelo ajustado (4.47) se 

obtiene la estimación del efecto nugget: 

 0 0
1

ˆ
J

j
j

c zν
=

= −∑ ,  

y también se puede pensar en utilizar 0ν  como estimación del umbral 

(varianza). Sin embargo, las estimaciones 0ν  son usualmente sesgadas (tienden 

a sobreestimar el umbral verdadero) y de gran variabilidad. Esto fue observado 

también por Cherry (1997) en un estudio de simulación, proponiendo la inclusión 

de un parámetro de penalización sobre los pesos en el ajuste para solventar este 

problema (aunque sólo consideró el criterio de m.c.o., i.e. K=W I , con 

variogramas continuos). Por el contrario, en el caso del rango no se obtienen 

estimaciones de este parámetro de forma natural (aunque siempre se puede 

considerar algún tipo de criterio gráfico). 

Un tema aún abierto de esta aproximación es la selección adecuada de los 

puntos de discretización { }: 1,...,jx j J= . Si se sigue el criterio inicial 

propuesto por Shapiro y Botha (1991) de tomar estos puntos equiespaciados, es 

necesario fijar la distancia φ  entre nodos en (4.43) (aunque solamente grandes 

cambios en el valor de este parámetro tienen realmente efecto en los ajustes 

obtenidos). Según la experiencia personal, se suelen obtener buenos resultados 

buscando en el intervalo max(0,2/ ]r  el valor que produce un mejor ajuste, donde 

maxr  es el salto máximo considerado. La selección de nodos equidistantes ha sido 

sin embargo objeto de ciertas críticas (Cherry et al.,1996; Genton y Gorsich, 

2003), debido a que pueden aparecer oscilaciones anómalas del variograma 

ajustado entre las estimaciones piloto (aunque estos autores no especificaron el 

criterio para la selección de los nodos); sin embargo en los ajustes realizados 

utilizando el criterio anterior no se han observado estas oscilaciones. Además, si 

se utiliza un estimador piloto no paramétrico del tipo (4.9), siempre se puede 

evitar este problema empleando en el ajuste un conjunto de estimaciones piloto 

suficientemente denso. Otra alternativa a tener en cuenta ha sido propuesta 

recientemente por Genton y Gorsich (2003), quienes sugirieron tomar17: 

                                      
17 Esta idea esta basada en la siguiente propiedad bastante conocida de las funciones de 
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max

, 1,...,j
j

t
x j J

r
= = ,  

siendo { }: 1,...,jt j J=  los J primeros ceros de la función de Bessel ()Jυ ⋅  de 

orden ( 2)/2dυ = − . Este criterio puede ser recomendable cuando el número de 

nodos es grande, ya que los valores jt  pueden calcularse rápidamente si se 

utiliza p.e. el algoritmo propuesto por Ball (2000). En cualquier caso hay que 

establecer también el número m de nodos. Si se sigue el criterio inicial de tomar 

1J K= − , normalmente muchos de los valores jz  obtenidos en el ajuste son 

cero o próximos a cero; lo que sugiere que en la mayoría de los casos un número 

bastante menor de parámetros puede ser suficiente (esto también ha sido 

observado por Genton y Gorsich, 2003), aunque todavía no están disponibles 

estudios que permitan determinar un valor adecuado de forma que se pueda 

optimizar el tiempo de computación. 

 

4.5.2 Otros métodos basados en la representación espectral 

Hall et al. (1994) propusieron un método no paramétrico para la 

estimación del covariograma en el caso unidimensional basado en la estimación 

tipo núcleo y en la representación espectral. El método sugerido consiste en 

primer lugar en estimar inicialmente el covariograma utilizando el estimador 

piloto tipo Nadaraya-Watson ˆ( )C s  mostrado en la sección 4.1.1 (ec. (4.8)) y 

después obtener una estimación inicial (̂ )f λ  de la densidad espectral aplicando 

la transformación de Fourier sobre ˆ( )C s  (asegurando antes la integrabilidad 

truncando (4.8) en caso de ser necesario). Posteriormente modificar (̂ )f λ  de 

forma que sea positiva (eliminando valores negativos e incluso realizando un 

                                                                                                             
Bessel: las funciones ( )J axυ  y ( )J bxυ  son ortogonales en el intervalo [0,1]x ∈  si a y b 

son distintos ceros de ()Jυ ⋅ . Esto produce que la matriz de coeficientes del algoritmo de 

programación cuadrática se aproxime a la ortogonalidad cuando se considera el 

covariograma en lugar del variograma en el ajuste. Sin embargo, teniendo en cuenta las 

observaciones realizadas en la sección 2.4.1 sobre la estimación piloto del covariograma, 

es preferible utilizar las ecuaciones basadas en el variograma. Otras ventajas sugeridas 

por Genton y Gorsich (2003) no son realmente de utilidad (ni recomendables) en la 

práctica. 
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suavizado adicional) y obteniendo la estimación final de la densidad espectral 

( )f λ . La estimación final del covariograma ( )C s  se obtiene transformando de 

nuevo ( )f λ  al dominio original. Una metodología similar ha sido propuesta por 

Hall y Patil (1994) para el caso general multidimensional y también se podría 

generalizar fácilmente esta aproximación para el caso multidimensional 

isotrópico. Esta forma de proceder sin embargo es poco recomendable en la 

práctica debido principalmente al coste computacional (cualquiera de las otras 

alternativas mostradas aquí son mucho más fáciles de implementar en la 

práctica).  

Yao y Journel (1998) propusieron para el caso anisotrópico bidimensional 

(y considerando también el caso multivariante) una idea similar a la de Hall et 

al. (1994) pero operando de forma discreta, utilizando la transformación rápida 

de Fourier (FFT) en lugar de considerar transformaciones continuas. En el caso 

univariante (en la sección 5.3.3 se describe el caso multivariante), la 

aproximación propuesta consiste en primer lugar en la obtención de una tabla 

de estimaciones piloto del covariograma (suavizando y completando 

estimaciones obtenidas con el estimador clásico), posteriormente obtener una 

tabla de pseudo-densidad espectral (utilizando FFT y suavizando los valores 

obtenidos asegurándose de que el resultado es positivo) y en el último paso 

volver a transformar al dominio espacial. El resultado final es una tabla de 

covarianzas para un conjunto discreto de saltos (y no un covariograma válido 

para saltos continuos como sería deseable), por lo que en el caso general 

sugirieron tomar el valor más próximo de esta tabla (otra opción sería por 

ejemplo interpolar los valores cercanos). 

Respecto a estas aproximaciones que utilizan directamente la 

representación espectral hay que señalar dos posibles fuentes de problemas. En 

primer lugar implican asumir la hipótesis de que el covariograma (variograma) 

es continuo, lo que puede producir una subestimación cerca del origen cuando el 

efecto nugget no es nulo (p.e. en el caso extremo de independencia). Si bien este 

problema (no considerado por los autores anteriores) se podría solucionar 

estimando y eliminando previamente este parámetro, aunque este primer paso 

tendría gran influencia sobre la estimación final cerca del origen. En segundo 

lugar, como al realizar las transformaciones se utiliza el rango completo de 

valores en el dominio original, es de esperar que estos métodos sean poco 
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robustos; por ejemplo, valores atípicos en la densidad espectral afectarán a la 

estimación del covariograma en todos los saltos. 

 

4.5.3 Representación en medias móviles 

Barry y Ver Hoef (1996) propusieron el uso de familias flexibles de 

semivariogramas anisotrópicos acotados basadas en la representación en medias 

móviles (4.13) comentada en la sección 4.2.1. En el caso unidimensional, fijado un 

número entero m y un rango 0c > , considerando la función: 

 ( ( 1) ,
1

( ) ( )i c ic
m m

m

i
i

f x a x− 
=

=∑ I , 

se obtiene la correspondiente familia a partir de (4.13) (denotando por ()A ⋅I  

función indicadora del conjunto A). En el caso de que /h jc m=  se consigue 

fácilmente la expresión del semivariograma: 

 ( ) 2
0

1 1

m m

i i i j
i i j

jc cc a a a
m m

γ −
= = +

  = + −   
∑ ∑ . 

El caso general de 0 h c< <  se puede obtener mediante interpolación lineal: 

 ( ) ( 1)( ) (1 ) jc j ch V V
m m

γ γ γ  + = − +    , 

donde [ / ]j hm c= , denotando por [ ]⋅  la parte entera (i.e. el entero menor o 

igual más próximo), y ( ( / ))/( / )V h jc m c m= − . Para h c>  resulta: 

 2
0

1
( )

m

i
i

ch c a
m

γ
=

= + ∑ . 

El caso bidimensional es análogo; a partir de: 

 ( (( 1) ( 1), ,
1 1

( , ) ( , )i c j d jdic
m m n n

m n

ij
i j

f x y a x y− − ×  = =
=∑∑ I , 

se obtiene el correspondiente modelo de semivariograma anisotrópico. Si el salto 

coincide con un punto de discretización resulta: 

 ( ) 2
0 ,

1 1 1 1
,

m n m n

ij ij i k j l
i j i k j l

kc ld cdc a a a
m n mn

γ − −
= = = + = +

  = + −   
∑∑ ∑ ∑ , 

y el caso general se puede obtener por interpolación plana. 
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El principal inconveniente de este tipo de modelos es el elevado número 

de parámetros que contribuyen de forma no lineal al modelo. Este problema se 

agrava cuando aumenta el número de dimensiones, por lo que sólo es 

recomendable su uso cuando la dimensión espacial es menor o igual que dos 

(únicos casos considerados por Barry y Ver Hoef, 1996). Incluso para 

dimensiones pequeñas, el ajuste de estos modelos a estimaciones piloto del 

variograma resulta ser bastante complicado. Principalmente debido a que es 

necesaria la resolución de un problema de minimización no lineal 

multidimensional con un número de parámetros normalmente elevado. Además, 

Barry y Ver Hoef (1996) descubrieron que al estimar simultáneamente el efecto 

nugget y los demás parámetros del variograma se obtienen sobreestimaciones del 

efecto nugget, por lo que recomendaron realizar una estimación inicial del efecto 

nugget antes de estimar el resto de parámetros del modelo (ajustando un 

semivariograma lineal por m.c.p. a estimaciones piloto próximas del origen). 

Los problemas computacionales de esta aproximación fueron también 

manifestados por Ver Hoef et al. (2003) (donde extendieron esta aproximación 

para el caso multivariante), proponiendo el uso de la transformación rápida de 

Fourier (FFT) para su evaluación. Utilizando la FFT se reduce significativamente 

el número de operaciones para el cálculo de los valores del variograma cuando el 

número de parámetros es grande, sin embargo persisten los inconvenientes de la 

minimización no lineal multidimensional. 

 

4.5.4 Extensión de la aproximación de Shapiro-Botha para el caso 
de anisotropía 

La principal ventaja de los métodos propuestos por Barry y Ver Hoef (1996) 

y Yao y Journel (1998) respecto a la aproximación de Shapiro y Botha (1991) es la 

obtención de modelos anisotrópicos (algo de especial interés en el caso espacio-

temporal), aunque a costa de una mayor complejidad en su implementación en la 

práctica. Sin embargo puede extenderse fácilmente la metodología de Shapiro y 

Botha (1991) para este caso.  

Según el teorema de Bochner, la expresión general de un covariograma 

bidimensional continuo en el origen es: 
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 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) cos( ) ( , )C h h h h dFω ω ω ω
∞ ∞

−∞ −∞
= +∫ ∫ ,  

siendo dF una medida simétrica positiva y acotada. Aún podemos simplificar más 

esta expresión18, obteniendo que es equivalente a: 

 1 2 1 1 2 2 1 20
( , ) cos( )cos( ) ( , )C h h h h dFω ω ω ω

∞ ∞

−∞
= ∫ ∫ , (4.48) 

con dF positiva y acotada (considerada sobre ,0+× ). 

Teniendo en cuenta la relación (2.20), 1 2( , )h hγ  es un semivariograma 

anisotrópico bidimensional acotado si y solo si es de la forma: 

 1 2 0 1 2( , )  ( , )h h h hγ ν ν= − ,   

para 1 2( , ) (0, 0)h h ≠ , siendo 0ν  una constante positiva, 1 2( , )h hν  una función 

semidefinida positiva continua en el origen que admite la representación (4.48) y 

tales que: 

 0 0 (0, 0) 0c ν ν= − ≥ . 

Podemos considerar una simplificación análoga a la propuesta de Shapiro 

y Botha (1991) para facilitar el ajuste de este tipo de modelos a un conjunto de 

estimaciones piloto, suponiendo que dF en (4.48) es una medida atómica con un 

número finito de saltos positivos ijz  en puntos ( , )i jx y ; es decir: 

 ( , )
i j

ij
x x y y

F x y z
≤ ≤

= ∑ ∑ .  

Los puntos de discretización ( , )i jx y  pueden tomarse por ejemplo equiespaciados: 

 1, ,...,ix i i I Iφ= = − , 

 2, 1,...,jy j j Jφ= = , 

siendo 1φ  y 2φ  dos números positivos (la idea de Genton y Gorsich, 2003, para 

el caso isotrópico se trasladaría aquí tomando /(2 )k khmaxφ π=  siendo khmax  

el correspondiente máximo salto). 

Los modelos obtenidos serán de la forma19: 

                                      
18 Simplemente teniendo en cuenta que cos( ) cos( )cos( ) sen( )sen( )a b a b a b+ = −  y 

utilizando de nuevo la simetría de estas funciones. 
19 Esos modelos son equivalentes a algunos de los descritos por Rehman y Shapiro 

(1996) (donde consideraban en el caso multivariante), aunque realmente estos autores 
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 1 2 0 1 2
1

( , )  cos( )cos( )
I J

i j ij
i I j

h h x h y h zγ ν
=− =

= − ∑ ∑ ,   

para 1 2( , ) (0, 0)h h ≠ , con: 

 0ijz ≥ ,  

 0
1

0
I J

ij
i I j

zν
=− =

− ≥∑ ∑ .  

El ajuste de este tipo de modelos a un conjunto de estimaciones piloto se 

realiza de forma análoga al caso isotrópico mediante programación cuadrática; 

en la sección 6.3 se tienen los detalles correspondientes a modelos similares y por 

tanto no va a ser tratado este tema aquí. Claramente esta aproximación es 

mucho más fácil de implementar en la práctica que las propuestas de Barry y 

Ver Hoef (1996) o Yao y Journel (1998). Aunque no están disponibles estudios 

sobre estos modelos (todavía no han sido ni siquiera utilizados), es de esperar 

que tengan un comportamiento y propiedades similares a otros modelos de este 

tipo. 

Esta idea se puede generalizar para el caso anisotrópico en múltiples 

dimensiones; sin embargo, hay que tener en cuenta que el número de parámetros 

crece de forma significativa (exponencial) al aumentar el número de dimensiones 

por lo que pueden surgir problemas computacionales (aunque siempre menores 

que al considerar modelos basados en medias móviles), además de que el número 

de observaciones puede no ser muy grande. Un caso donde típicamente pueden 

aparecer estos problemas es el espacio-temporal donde el número total de 

dimensiones es como mínimo de dos (y normalmente mayor). Si el número de 

dimensiones es grande, se puede pensar en reducir el número de parámetros de 

estos modelos (completamente anisotrópicos) considerando que hay isotropía en 

algún componente del vector de salto. Por ejemplo, en el caso espacio-temporal 

habitualmente se supone que ( , ) ( , )t tγ γ≡h h . La extensión de la 

aproximación Shapiro y Botha (1991) para este caso se tratará con detalle en la 

segunda parte de este trabajo. 

                                                                                                             
sólo expusieron las expresiones generales sin simplificar (i.e. las correspondientes a 

utilizar directamente (2.11) y trabajar con números complejos en lugar de reales). 
 



 



 

 

CAPÍTULO 5 

 

GEOESTADÍSTICA MULTIVARIANTE  

 

 

 

En algunas ocasiones, además de utilizar las observaciones 

{ }( ) : 1,...,iZ i n=s  para predecir el valor 0( )Z s , también puede ser deseable 

tener en cuenta los valores de otras variables aleatorias (observadas en las 

mismas o en distintas posiciones espaciales). Este es uno de los motivos que 

promueven el estudio de los procesos espaciales multivariantes definidos en la 

sección 1.2. 

En este capítulo se considerarán procesos espaciales multivariantes: 

 { }1( ) ( ( ),..., ( )) :kZ Z D′= ∈Z s s s s  (5.1) 

donde { }( ) : 1,..., ;  jZ j k D= ∈s s  son k procesos espaciales univariantes 

supuestamente interdependientes. La sección 5.1 se ocupa del estudio de las 

propiedades de este tipo de procesos. En la sección 5.2 describen brevemente 

algunos de los distintos métodos kriging de predicción lineal multivariante 

(denominados métodos cokriging) y la sección 5.3 se centra en las distintas 

aproximaciones para el modelado de la dependencia espacial multivariante. 

Hay que recordar, como ya se comentó en la sección 1.2, que en ocasiones 

se utiliza esta metodología para el caso espacio-temporal (por ejemplo, 

considerando en (5.1) que ( ) ( , ),  1,...,i iZ Z t i k= =s s ); esta forma de proceder 

será considerada en el capítulo 6 y es el principal motivo de la inclusión de este 

capítulo. Por tanto este tema va a ser tratado aquí con menor profundidad que 

los anteriores; si se quiere obtener información adicional, algunas referencias que 

pueden ser de interés son por ejemplo Wackernagel (1998), Chilès y Delfiner 

(1999, capítulo 5) o Goovaerts (1997, capítulo 6). 
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5.1 INTRODUCCIÓN  

Al igual que en el caso univariante (capítulo 2) en general únicamente se 

va a disponer de una realización parcial del proceso multivariante (5.1) y por 

tanto es necesario realizar también suposiciones acerca de ( )Z s . Por ejemplo, 

supondremos que existe: 

 ( ) 1( ) ( ) ( ( ),..., ( )) ,kE Dµ µ ′= = ∀ ∈Z s s s s sµ , 

y en ocasiones también: 

 ( )1 2 1 2 1 2( ), ( ) ( , ), ,Cov D= ∀ ∈Z s Z s C s s s s . 

En cuyo caso 1 2( , )C s s  será una matriz cuadrada de dimensión k no 

necesariamente simétrica, aunque verificando que: 

 1 2 2 1 1 2( , ) ( , ), , D′ = ∀ ∈C s s C s s s s . 

  Además, normalmente se considerará alguno de los siguientes tipos de 

estacionariedad. 

 

5.1.1 Procesos espaciales multivariantes estacionarios 

ESTACIONARIEDAD DE SEGUNDO ORDEN 

Si el proceso ( )Z s  verifica: 

 ( ) 1( ) ( ,..., ) ,kE Dµ µ ′= = ∀ ∈Z s sµ , (5.2) 

 1 2 1 2 1 2( ( ), ( )) ( ), , ; , 1,...,i j ijCov Z Z C D i j k= − ∀ ∈ =s s s s s s ,  

se dice que es estacionario de segundo orden. Las funciones ()ijC ⋅  se denominan 

covariogramas cruzados (naturalmente cuando i j=  será el covariograma de 

( )iZ s , denominado también autocovariograma en el contexto multivariante). Si 

además 0( ) ( )ij ijC C=h h  se dice que el covariograma cruzado es isotrópico (y por 

lo tanto simétrico). 

En algunos casos en lugar del covariograma se utilizará el correlograma 

cruzado: 

 [ ]
( )

( ) 1, 1
( ) ( )
ij

ij
ii jj

C

C C
ρ = ∈ − +

h
h

0 0
. 
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ESTACIONARIEDAD INTRÍNSECA 

Diremos que el proceso espacial multivariante ( )Z s  es intrínsecamente 

estacionario si su media es constante (i.e. se verifica también (5.2)) y además: 

 1 2 1 2 1 2( ( ) ( )) 2 ( ), , ; , 1,...,i j ijVar Z Z D i j kγ− = − ∀ ∈ =s s s s s s , (5.3) 

funciones que denominaremos variogramas cruzados o variogramas cruzados 

basados en la varianza (inicialmente propuestos1 por Clark et al., 1989).  

No obstante, existen diversas formas de generalizar los (auto)variogramas 

al caso multivariante (ver p.e. Künsch et al., 1997); por ejemplo, en numerosas 

ocasiones en la literatura se define el variograma cruzado como: 

 
1 2 1 2 1 2

1 2

( ( ) ( ), ( ) ( )) 2 ( ),

, ; , 1,..., ,
i i j j ijCov Z Z Z Z

D i j k

υ− − = −

∀ ∈ =

s s s s s s

s s
 (5.4) 

(inicialmente propuesto por Journel y Huijbregts, 1978, p. 324) y se denomina a 

(5.3) pseudo-variograma cruzado (Myers, 1991). Sin embargo, teniendo en 

cuenta resultados recientes (e.g. Papritz et al., 1993; Cressie y Wikle, 1998; y 

comentarios siguientes), consideraremos que es preferible utilizar (5.3) en lugar 

de (5.4) y denominaremos a ()ijυ ⋅  variograma cruzado basado en la covarianza o 

variograma cruzado tradicional. 

 Análogamente a los casos anteriores, si los variogramas cruzados 

solamente son funciones de la distancia y no de la dirección del salto, se dirá 

que son isotrópicos. 

 

RELACIÓN ENTRE LOS DISTINTOS TIPOS DE ESTACIONARIEDAD 

Al igual que en el caso univariante, la clase de procesos multivariantes 

intrínsecamente estacionarios es mas general que la clase de procesos estacionarios 

de segundo orden. A partir de los covariograma cruzados ()ijC ⋅  podemos obtener 

los correspondientes semivariogramas cruzados2: 

                                      
1 Aunque la definición utilizada por estos autores fue ( )21

2( ) ( ) ( )ij i jE Z Zγ = − +h s s h , 

distinta a la recomendada aquí por los mismos motivos que en el caso univariante. 
2 Por tanto los (pseudo) variogramas cruzados pueden modelar covarianzas negativas 

pese a lo que afirman algunos autores (e.g. Wakernagel, 1998, p. 150). 
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 ( ) ( ( ) ( ))/2 ( )ij ii jj ijC C Cγ = + −h 0 0 h ,  

y también los semivariogramas cruzados basados en la covarianza: 

 ( ) ( ) ( ( ) ( ))/2ij ij ij ijC C Cυ = − + −h 0 h h . (5.5) 

 Además, a partir de los semivariogramas cruzados podemos obtener 

cualquier covarianza entre incrementos, ya que: 

 
1 2 3 4

1 3 1 4 2 3 2 4

( ( ) ( ), ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ),
mi j l

im jmil jl

Cov Z Z Z Z

γ γ γ γ

− − =

− − + − + − − −

s s s s

s s s s s s s s
  

y como caso particular: 

 ( ) ( ( ) ( ))/2 ( )ij ij ij ijυ γ γ γ= + − −h h h 0 .  

por tanto siempre podemos expresar un variograma cruzado basado en la 

covarianza a partir de los variogramas cruzados. Sin embargo, el caso contrario 

sólo es posible si el variograma cruzado es una función par y se verifican algunas 

condiciones más restrictivas de estacionariedad (Papritz et al., 1993), en cuyo 

caso sólo se diferencian en una constante (Myers, 1991). Por tanto el variograma 

cruzado tradicional es algo más general en el sentido de que puede existir en 

casos en los que no existe (5.3). 

Las condiciones para la existencia de los variogramas cruzados han sido 

estudiadas por Papritz et al. (1993). Entre otros resultados demostraron que las 

pendientes de los autovariogramas (y de ambos tipos de variogramas cruzados) 

deben coincidir cuando el salto tiende a infinito. Por tanto podríamos decir que 

los semivariogramas cruzados son poco más generales que los covariogramas 

cruzados, ya que sólo se diferencian en la inclusión de un componente lineal. 

 

5.1.2 Algunas propiedades de los covariogramas y variogramas 
cruzados 

Al contrario que en el caso univariante, en general los covariogramas 

cruzados no son simétricos: 

 ( ) ( )ij ijC C≠ −h h , 

si i j≠ , aunque verifican que: 
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 ( ) ( )ij jiC C= −h h , 

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

 
2

( ) ( ) ( )ij ii jjC C C≤h 0 0 ,  

y por tanto son también acotados. Además, como las matrices de covarianzas 

son semidefinidas positivas, se verifica también que3: 

 1 1 1 1
( ) 0

1, , ; 1,..., , 1,..., .

k k n n

mjm ijil l
i j l m

l il

a a C

n D a i k l n
= = = =

− ≥

∀ ≥ ∀ ∈ ∀ ∈ = =

∑∑∑∑ s s

s
  

 Los semivariogramas cruzados verifican propiedades de simetría 

equivalentes: 

 ( ) ( )ij ijγ γ≠ −h h ,  

 ( ) ( )ij jiγ γ= −h h , 

y además son condicionalmente semidefinidos negativos: 

 1 1 1 1
( ) 0

1, , ; 1,..., , 1,..., ,

k k n n

mjm ijil l
i j l m

l il

a a

n D a i k l n

γ
= = = =

− ≤

∀ ≥ ∀ ∈ ∀ ∈ = =

∑∑∑∑ s s

s
 (5.6) 

tales que 
1

0, 1,...,
n

il
l

a i k
=

= =∑ . 

 Los semivariogramas cruzados basados en la covarianza sin embargo son 

simétricos: 

 ( ) ( )ij ijυ υ= −h h , 

verifican la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

 
2

( ) ( ) ( )ij ii jjυ υ υ≤h h h ,  

y son también condicionalmente semidefinidos negativos (i.e. verifican (5.6)). 

                                      
3 Se deducen también otras propiedades elementales análogas al caso univariante 

mostrado en la sección 2.2.1, pero por motivos de extensión no se exponen aquí. 
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Además las formas de ambos tipos de variogramas cruzados pueden ser 

bastante diferentes de la de un autovariograma. Por ejemplo, 2 ()ijγ ⋅  no tiene 

porque ser nulo en el origen; en general: 

 ( ) 0,ijγ ≥ ∀h h . 

Los variogramas cruzados tradicionales si que toman el valor cero en el origen: 

 ( ) 0ijυ =0 , 

aunque pueden tomar valores negativos en saltos ≠h 0 . 

Uno de los inconvenientes de los variogramas cruzados tradicionales es su 

simetría. Por ejemplo, a partir de la relación (5.5) se deduce que, si 

descomponemos el covariograma cruzado en una función par y otra impar, el 

variograma cruzado tradicional solamente recoge el término par (ver p.e. 

Wakernagel, 1998, pp. 146-149; o Chilès y Delfiner, 1999, pp. 328-329; para más 

detalles). De hecho, para utilizar los variogramas cruzados tradicionales en lugar 

de los covariogramas cruzados en las ecuaciones cokriging debe suponerse 

simetría (algo que no ocurre con los semivariogramas cruzados basados en la 

varianza). Por tanto en algunos casos las ecuaciones de predicción lineal 

multivariante utilizando los variogramas cruzados tradicionales dan lugar a 

predictores no óptimos (ver p.e. Ver Hoef y Cressie, 1993, y comentarios en la 

sección 5.2). 

 Para comparar ambos tipos de variogramas cruzados son también de 

utilidad las siguientes expresiones (utilizadas en su estimación): 

 
( ) ( )( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

2 2
1 2

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

ij i i j j

i j i j

E Z Z

E Z Z

γ µ µ

µ µ

− = − − −

= − − −

s s s s

s s
 (5.7) 

 ( )( )( )1 2 1 2 1 22 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jE Z Z Z Zυ − = − −s s s s s s .  

A partir de estas expresiones se deduce que para la estimación (empírica o no 

paramétrica) de 2 ()ijγ ⋅  no tienen porque coincidir las posiciones en las que se 

observan los procesos ( )iZ s  y ( )jZ s , mientras que 2 ()ijυ ⋅  sólo puede ser 

estimado a partir de pares de posiciones en los que ambos procesos son 

observados (ver p.e. Papritz et al., 1993). Este es quizás el principal 

inconveniente de los variogramas cruzados tradicionales. 
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La expresión (5.7) justificaría en principio los problemas achacados a los 

variogramas cruzados cuando las variables están medidas en escalas muy 

diferentes (e.g. Wakernagel, 1998, p. 150), aunque éstos afectarían igualmente al 

covariograma cruzado tradicional. Para evitar problemas numéricos, Cressie y 

Wikle (1998) propusieron estandarizar previamente los datos (además de 

demostrar que los predictores cokriging tradicionales, sección 5.2.1, utilizando 

2 ()ijγ ⋅  son invariantes frente a cambios en media y en escala). 

Adicionalmente, la expresión (5.7) indica que para la estimación de los 

variogramas cruzados es necesario estimar también las medias; por lo que sería 

de esperar que la estimación de variogramas cruzados tenga pocas ventajas (o 

quizás ninguna) sobre la estimación de covariogramas cruzados (al contrario de 

lo que ocurre en el caso univariante, ver sección 4.1.1). 

 

REPRESENTACIÓN ESPECTRAL 

Al igual que en el caso univariante (sección 2.2.3) podemos caracterizar 

los covariogramas y variogramas cruzados continuos a partir de su 

representación espectral; sin embargo en este caso resulta más difícil utilizar las 

expresiones obtenidas en la construcción de modelos válidos. Como ejemplo se 

tratará el caso de covariogramas cruzados continuos. 

Supongamos que [ ]( ) ( )lmC=C h h  es la matriz k k×  de covariogramas 

cruzados continuos de un proceso multivariante ( )Z s  estacionario de segundo 

orden (en este apartado se cambiará la notación habitual para evitar confusiones 

con 1i = − ). Por simplicidad supongamos además que los covariogramas 

cruzados son integrables en valor absoluto (esto garantiza la existencia de las 

funciones de densidad espectrales, el caso general es análogo considerando 

integrales tipo Fourier-Stieljes). Por una generalización del teorema de Bochner 

debida a Cramer (1940), los covariogramas cruzados continuos ()lmC ⋅  admiten la 

representación espectral: 

 ( )( ) ( )d
i

lm lmC e f d⋅= ∫ hh ω ω ω   

donde las densidades espectrales: 

 
( )

( )1( ) ( )
2 d

i
lm lmdf e C d

π
− ⋅= ∫ h h hωω   
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son en general funciones complejas (salvo cuando l m= ) y tales que las 

matrices de densidades espectrales [ ]( ) ( )lmf=F ω ω  son Hermitianas y 

semidefinidas positivas. Esto implica que: 

 ( ) ( ) ( )lm lm lmf f f− = =ω ω ω , (5.8) 

 2( ) ( ) ( )mmlm llf f f≤ω ω ω , (5.9) 

(aunque no son condiciones suficientes). 

 De forma análoga al caso univariante, se pueden obtener expresiones 

similares para el caso de los variogramas cruzados y también simplificaciones 

para el caso de isotropía (por ejemplo, la expresión correspondiente a 

variogramas cruzados tradicionales isotrópicos se tienen en Christakos, 1992, p. 

98). 

 

5.2 PREDICCIÓN ESPACIAL MULTIVARIANTE. COKRIGING 

Supongamos que: 

  { }( ) : 1,..., ;  1,...,j ji jZ j k i n= =s   (5.10) 

son los 1 ... kn n n= + +  valores observados a partir de los que se pretende 

predecir 01( )Z s . Un problema más general es la predicción simultánea de un 

vector de variables 0 0 01( ) ( ( ),..., ( ))kZ Z ′=Z s s s  que se resuelve de modo análogo4 

y por tanto no va a ser tratado aquí (este caso es tratado por ejemplo en Ver 

Hoef y Cressie, 1993). 

Dependiendo de la configuración de los datos se suele distinguir entre dos 

situaciones: 

•  Isotópica: todas las variables son observadas en las mismas posiciones 

espaciales (i.e. , ,ji i i j= ∀s s ). 

•  Heterotópica: las variables son observadas en conjuntos de posiciones no 

necesariamente iguales (en el caso de no tener ninguna posición en común 

se dice que los datos son completamente heterotópicos).  

                                      
4 La única posible dificultad está en la generalización del error en media cuadrática, 

para lo que se han considerado distintos criterios (e.g. Myers ,1982; Ver Hoef y Cressie, 

1993; Cressie, 1993, p. 142). 
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En la literatura es habitual distinguir entre cokriging isotópico y cokriging 

heterotópico. Aquí se utilizará la notación (5.10) correspondiente a este último 

caso más general; además, denotaremos por 1( ( ),..., ( ))jj j j j jnZ Z ′=Z s s  el vector 

de observaciones del proceso ()jZ ⋅  y por 1( ,..., )k′ ′ ′=Z Z Z  el vector formado por 

el total de observaciones. 

Al igual que en el caso univariante (capítulo 3), dependiendo de las 

suposiciones acerca de la función de tendencia ( )( ) ( )E =Z s sµ , se distingue 

entre tres métodos de predicción lineal óptima multivariante:  

4. Cokriging simple (CKS): se supone que la tendencia es conocida. 

5. Cokriging ordinario (CKO): se supone que las medias son constantes 

(i.e. se verifica (5.2)) y desconocidas.  

6. Cokriging universal (CKU): se supone que las tendencias ()jµ ⋅  (no 

nec. constantes y desconocidas) son combinaciones lineales de 

funciones o variables explicativas: 

 ( ) ( )j j jµ ′=s x s β   

donde ( )jx s  es un vector ( )1 1jp + ×  conocido y jβ  es el 

correspondiente vector ( )1 1jp + ×  de parámetros desconocidos. 

Las ecuaciones de estos métodos son muy similares a las correspondientes 

del caso univariante (la principal diferencia son las restricciones de insesgadez 

sobre los pesos de las variables secundarias en el CKO y CKU), por este motivo 

sólo se mostrarán aquí las correspondientes al cokriging simple y al cokriging 

ordinario (sección 5.2.1). Las ecuaciones del cokriging universal están 

disponibles por ejemplo en Chilès y Delfiner (1999, sección 5.4.1) o Ver Hoef y 

Cressie (1993). Sin embargo, puede haber ciertos inconvenientes con estos 

métodos cokriging (que denominaremos tradicionales), por lo que se han 

propuesto algunas modificaciones o simplificaciones; en la sección 5.2.2 se 

muestran algunas de estas alternativas.  

Al igual que en el caso univariante, la hipótesis de estacionariedad (e.g. 

( , ) ( )= −C u v C u v ) es conveniente en la práctica para el modelado de la 

dependencia espacial, pero no es necesaria para la predicción; por este motivo 

las ecuaciones serán expresadas en función de las matrices de covarianzas (y en 

los métodos en los que es posible, se indicará como son las expresiones 

resultantes considerando variogramas cruzados). 
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5.2.1 Métodos cokriging tradicionales 

COKRIGING SIMPLE 

Si la tendencia ( ) 1( ) ( ) ( ( ),..., ( ))kE µ µ ′= =Z s s s sµ  es conocida, al igual 

que en el caso univariante (sección 3.2), se deduce que el predictor kriging puede 

expresarse como el valor medio de la variable de interés más una combinación 

lineal de los residuos de los valores observados: 

 1 0 1 0
1 1

( , ) ( ) ( ( ) ( ))
jnk

ji j ji j ji
j i

p Zµ λ µ
= =

= + −∑∑Z s s s s ,  

(lo que garantiza que sea insesgado independientemente del conjunto de pesos). 

El predictor óptimo se obtiene minimizando:  

 
2

1 0 1 0
1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ))
jnk

ji j ji j ji
j i

E Z Zµ λ µ
= =

   − − −   
∑∑s s s s ,  

y de modo idéntico al caso del kriging simple, se obtienen las n ecuaciones 

cokriging en función de las matrices de covarianzas: 

 
' ' ' 1 ' 0 ' '

1 1

'

( , ) ( , ) 0,

' 1,..., ; ' 1,..., .

jnk

ji jj ji j i j j i
j i

j

C C

j k i n

λ
= =

− =

= =

∑∑ s s s s
 

Resolviendo este sistema se obtiene el predictor: 

 1
0 01 1(1)( , ) ( ) ( )CKSp µ −′= + −Z s s c ZΣ µ , (5.11) 

donde ( )1 11 0 11 1 0( , ),..., ( , )kk knC C ′=c s s s s , ( )E= Zµ  y ( )Var= ZΣ ; y el mínimo 

e.m.c. de predicción (o varianza cokriging) viene dado por: 

 2 1
0 0 011 1 1(1)( ) ( , )CKS Cσ −′= −s s s c cΣ ,  

obteniéndose por tanto las mismas expresiones que en el caso univariante. 

En la práctica este predictor y la correspondiente varianza cokriging 

pueden calcularse utilizando el algoritmo propuesto al final de la sección 3.2; sin 

embargo, en este caso es más fácil que aparezcan inestabilidades numéricas en la 

práctica (normalmente debidas a una mayor densidad de muestreo de las 

variables secundarias) por lo que es recomendable realizar los cálculos en 
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máxima precisión (p.e. utilizando las rutinas DLFTDS y DLFIDS de la librería 

IMSL). 

 

COKRIGING ORDINARIO 

En el caso de medias constantes ( ) 1( ) ( ,..., ) ,kE Dµ µ ′= ∀ ∈Z s s , y 

desconocidas, el predictor kriging es una combinación lineal de los valores 

observados: 

 1 0
1 1

( , ) ( )
jnk

ji j ji
j i

p Zλ
= =

=∑∑Z s s , (5.12) 

verificando: 

 

1

1
1

1

1,

0; 2,..., ,
j

n

i
i
n

ji
i

j k

λ

λ

=

=

=

= =

∑

∑
 (5.13) 

(condición necesaria y suficiente para que el predictor sea uniformemente 

insesgado). El predictor óptimo se obtiene minimizando el correspondiente 

e.c.m. de predicción bajo las restricciones de insesgadez (5.13), siendo para ello 

necesario considerar k multiplicadores de Lagrange 1,..., km m  (mientras que en 

el kriging ordinario sólo era necesario incluir uno). De modo análogo al caso 

univariante se obtienen las n k+  ecuaciones del cokriging ordinario: 

 
' ' ' ' 1 ' 0 ' ' '

1 1

1
1

( , ) ( , ), ' 1,..., ; ' 1,..., ,

, 1,..., ,

j

j

nk

ji jj ji j i j j j i j
j i
n

ji j
i

C m C j k i n

j k

λ

λ δ

= =

=

− = = =

= =

∑∑

∑

s s s s
 

(siendo ijδ  la delta de Kronecker), y resolviendo este sistema se obtiene el 

predictor del cokriging ordinario; al igual que en el caso univariante, este predictor 

coincide con el obtenido sustituyendo en el predictor del cokriging simple (5.11) 

las medias teóricas por sus correspondientes estimadores lineales óptimos5 (lo cual 

                                      
5 Para más detalles (formulación matricial) ver por ejemplo Myers (1982) o Ver Hoef y 

Cressie (1993). 
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es también válido para el cokriging universal). El mínimo error de predicción en 

media cuadrática o varianza cokriging resulta ser: 

 2
11 0 0 1 0 1(1)

1 1
( , ) ( , )

jnk

ji j jiCKO
j i

C C mσ λ
= =

= − +∑∑s s s s . 

Las ecuaciones se pueden formular en función de los variogramas 

cruzados sustituyendo simplemente ( , )ijC u v  por ( )ijγ− −u v  (ver p.e. Cressie, 

1993, pp. 140-141). Si se pretende utilizar el variograma cruzado tradicional se 

debe verificar además la condición de simetría ( , ) ( , )ij ijC C=u v v u  (ver p.e. 

Journel y Huijbregts, 1978, p. 326; Myers, 1982, pp. 253-254). En el caso de 

asimetría, la predicción basada en el variograma cruzado tradicional da lugar a 

predictores no óptimos y en algunos casos considerablemente inferiores (e.g. Ver 

Hoef y Cressie, 1993, pp. 232-234). 

El algoritmo descrito al final de la sección 3.3 puede ser utilizado para el 

cálculo del predictor y varianza cokriging; sin embargo pueden aparecer 

problemas computacionales incluso trabajando en máxima precisión 

(especialmente en el caso del cokriging universal). Para evitar estos problemas 

puede ser recomendable utilizar el algoritmo propuesto por Long y Myers (1997) 

cuando el número de procesos o de observaciones es grande. 

  

INFLUENCIA DE LA INFORMACIÓN SECUNDARIA 

La inclusión de información adicional da lugar a predicciones con un 

menor e.m.c. de predicción, y por tanto: 

 2 2
0 0 0( ) ( ),CK K Dσ σ≤ ∀ ∈s s s , 

aunque el beneficio obtenido puede no ser significativo en muchos casos; un 

claro ejemplo sería cuando los covariogramas cruzados entre la variable primaría 

y las variogramas secundarias son aproximadamente nulos:  

 1 ( ) 0, , 2,...,iC i k∀ =h h .  

En el caso de que las variables secundarias estén incorreladas con la variable 

primaria ( 1 () 0, 2,...,iC i k⋅ ≡ = ) los predictores cokriging coincidirán con los 

correspondientes predictores kriging. 
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Además, los métodos cokriging tradicionales (simple, ordinario y 

universal con las restricciones de insesgadez habituales) asignan pesos nulos a 

las variables secundarias en el caso isotópico (todas las variables observadas en 

las mismas posiciones; ver sección 5.1) cuando los covariogramas cruzados entre 

las variables secundarias y la principal son proporcionales al auto-covariograma 

de la variable primaria: 

 1 1 1 11( ) ( ) ( ), 2,...,i i iC C C i kρ= = =h h h , 

(por ejemplo, este es el caso del modelo intrínseco y del modelo de Markov MM1 

mostrados en la sección 5.3.2). En estos casos, los predictores cokriging 

coinciden con los predictores kriging (ver p.e. Helterbrand y Cressie, 1994; 

Wackernagel, 1998, capítulo 25; Goovaerts, 1997, pp. 215-221). En general, se 

puede concluir que si la forma de los modelos de (co)variogramas cruzados es 

“más o menos similar” y no hay un submuestreo notable de la variable 

primaria, los métodos cokriging tradicionales no mejorarán mucho los resultados 

obtenidos con los métodos kriging univariantes6.  

En la práctica se ha observado que los métodos cokriging (tradicionales) 

solamente mejoran de forma significativa los resultados obtenidos con la 

predicción kriging univariante cuando hay un submuestreo de la variable 

primaria en comparación con las secundarias y además las observaciones 

secundarias están bien correladas con 01( )Z s  (e.g Journel y Huijbregts, 1978, p. 

326). 

 

5.2.2 Variantes de los métodos cokriging tradicionales 

COKRIGING ORDINARIO CENTRADO Y ESTANDARIZADO  

Las restricciones del cokriging ordinario (y universal) sobre los pesos de 

las observaciones secundarias (suma nula en el caso del CKO), tienen 

principalmente dos inconvenientes: 

•  Algunos de los pesos secundarios son negativos, lo cual puede dar lugar a 

predicciones no válidas (e.g. Isaaks y Srivastava, 1989, pp. 411 y 416). 

                                      
6 Otras referencias que pueden ser también de interés (además de las anteriores) son 

por ejemplo Goovaerts (1998) y Chilès y Delfiner (1999, sección 5.4.4). 
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•  La mayoría de los pesos secundarios tienden a ser pequeños, reduciendo 

la influencia de los datos secundarios, lo que justifica también (ver 

comentarios al final de la sección anterior) que la eficiencia de los 

predictores cokriging no sea muy superior a la de los predictores kriging 

en muchos casos (lo que puede dar lugar a pensar que la estadística 

espacial multivariante puede ser una complicación innecesaria). 

Por estos motivos se han propuesto algunas variantes del cokriging 

ordinario; por ejemplo, Isaaks y Srivastava (1989, pp. 408-416) propusieron 

utilizar, en lugar de (5.12) y (5.13), el predictor: 

 ( )1 0 1
1 1

ˆ ˆ( , ) ( )
jnk

ji j ji j
j i

p Zλ µ µ
= =

= − +∑∑Z s s ,  

verificando: 

 
1 1

1
jnk

ji
j i

λ
= =

=∑∑ . (5.14) 

A este predictor lo denominaremos predictor cokriging ordinario centrado 

(CKOC). 

 Otra alternativa, propuesta por Goovaerts (1998, p.33), consistiría en 

trabajar con los datos estandarizados: 

 ( ) ( )1 0 1

11 1 1

ˆ( )ˆ( , )
( ) ( )

jnk
j ji j

ji
jjj i

Zp
C C

µµ λ
= =

−− =∑∑ sZ s
0 0

,  

considerando también la restricción (5.14). Este método, que denominaremos 

cokriging ordinario estandarizado7 (CKOE), incrementa aún más la influencia de 

las observaciones secundarias en la predicción (Goovaters, 1998, pp. 35-39). 

 

COKRIGING CO-POSICIONADO (COLOCALIZADO) 

Cuando se conoce el valor de una variable secundaria en la posición de 

predicción, este valor oculta las observaciones secundarias más alejadas (produce 

un “efecto pantalla”) disminuyendo su influencia en el predictor (ver p.e. 

                                      
7 Goovaerts (1998) lo denominó cokriging reescalado expresado en función del 

correlograma, ya que se puede obtener sustituyendo los covariogramas cruzados por 

correlogramas en las ecuaciones del cokriging ordinario centrado. 
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Goovaters, 1997, pp. 221-222), por lo que incluir únicamente la información 

secundaria en la posición de predicción (co-posicionada con 01( )Z s ) apenas 

disminuye la eficiencia del predictor (e.g. Goovaters, 1998, pp. 35-39). Esta 

forma de proceder, además de las ventajas numéricas (mayor rapidez evitando 

posibles inestabilidades de la matriz cokriging), facilita notablemente el 

modelado de la dependencia espacial multivariante (ver comentarios a 

continuación). Los predictores obtenidos de esta forma, propuestos inicialmente 

por Xu et al. (1992), los denominaremos predictores cokriging co-posicionados (o 

colocalizados; del inglés “collocated”). 

 

Cokriging simple co-posicionado 

En el caso de medias conocidas el método consiste en realizar cokriging 

simple de los valores considerados; el predictor es por tanto de la forma (Xu et 

al., 1992): 

 ( ) ( )
1

1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n k

i i i j j j
i j

p Z Zµ λ µ λ µ
= =

= + − + −∑ ∑Z s s s s s s ,  

y las correspondientes ecuaciones cokriging, en función de las matrices de 

covarianzas, son: 

 
1

1 11 1 1 ' 0 1 0 1 ' 11 0 1 ' 1
1 2

( , ) ( , ) ( , ), ' 1,...,
n k

i i i j j i i
i j

C C C i nλ λ
= =

+ = =∑ ∑s s s s s s , 

 
1

1 1 ' 1 0 0 ' 0 0 1 ' 0 0
1 2

( , ) ( , ) ( , ), ' 2,...,
n k

i j i j jj j
i j

C C C j kλ λ
= =

+ = =∑ ∑s s s s s s . 

Por tanto las auto-covarianzas de las variables secundarias sólo son evaluadas 

en 0 0( , )s s  (i.e. sólo se necesitan conocer sus varianzas en la posición de 

predicción), simplificándose su modelado en la práctica (ver modelos de Markov 

en la sección 5.3.2). 

 

Cokriging ordinario co-posicionado 

En el caso de medias desconocidas no se debería considerar la idea 

anterior utilizando el método de cokriging ordinario tradicional ya que se 

asignarían pesos nulos a las observaciones secundarias; en lugar de este método 

se puede utilizar por ejemplo el cokriging ordinario centrado o estandarizado 
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(e.g. Goovaters, 1997, pp. 236-237; Goovaters, 1998), obteniéndose con el CKOC 

el predictor: 

 ( )
1

1 0 1 1 1 0 0 1
1 2

ˆ ˆ( , ) ( ) ( )
n k

i i j j j
i j

p Z Zλ λ µ µ
= =

= + − +∑ ∑Z s s s ,  

sujeto a: 

 
1

1 0
1 2

1
n k

i j
i j

λ λ
= =

+ =∑ ∑ . 

Otra alternativa sería añadir también las observaciones secundarias “co-

posicionadas” en las demás posiciones espaciales 1is  y utilizar cokriging 

ordinario tradicional (e.g. Wackernagel, 1998, p.165). 

 

5.3 MODELADO DE LA DEPEDENCIA ESPACIAL 

MULTIVARIANTE 

En este caso el procedimiento habitual es también análogo al caso 

univariante mostrado en el capítulo 4, en la mayoría de los casos se realiza una 

estimación piloto de los (co)variogramas cruzados (sección 5.3.1) y 

posteriormente se ajustan modelos válidos al conjunto de estas estimaciones 

(secciones 5.3.2 y 5.3.3). 

 

5.3.1 Estimación de los covariogramas y variogramas cruzados 

Suponiendo que el proceso ( )Z s  es estacionario de segundo orden (sólo 

nos centraremos en el caso de media constante, en caso contrario habrá que 

proceder de forma análoga a la descrita en la sección 4.1.2), utilizando el método 

de los momentos obtenemos el estimador del covariograma cruzado: 

 ( )( )
( )

1ˆ ( ) ( ) ( ) ,
( )

ij

d
ij i i j jm jil

Nij
C Z Z Z Z

N
= − − ∈∑

h
h s s h

h
,  

 

siendo: 

 { }( ) ( , ) : ; 1,..., , 1,...,ij il jm i jN l m l n m n= − = = =h s s h .  
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En la práctica, cuando los datos están irregularmente espaciados, se suelen 

considerar también regiones de tolerancia en torno a los saltos. 

Si el proceso multivariante es intrínsecamente estacionario, utilizando 

también el método de los momentos (y teniendo en cuenta (5.7)), se obtiene el 

estimador del semivariograma cruzado (basado en la varianza): 

 ( ) ( )2 2

( )

1ˆ ( ) ( ) ( ) ,
2 ( )

ij

d
ij i j jm i jil

Nij
Z Z Z Z

N
γ = − − − ∈∑

h
h s s h

h
;  

aunque si las variables están medidas en escalas muy diferentes, es 

recomendable (e.g. Cressie y Wikle, 1998) calcular los variogramas cruzados 

utilizando los valores estandarizados: 

 ( )2
( )

1ˆ ( ) ( ) ( ) ,
2 ( )

ij

d
ij i j jmil

Nij
Z Z

N
γ∗ ∗ ∗= − ∈∑

h
h s s h

h
,  

siendo ( ) ˆ( ) ( ) /i i i iZ Z Z σ∗ = −s s . Como ya se comentó en la sección 5.1.2, al ser 

necesario la estimación de las medias, es de esperar que la estimación del 

variograma cruzado no presente muchas ventajas sobre la estimación del 

covariograma cruzado. 

Si se pretende utilizar los variogramas cruzados tradicionales (basados en 

la covarianza), en principio8 es necesario disponer de observaciones de ambas 

variables en las mismas posiciones espaciales: 

 ( )( )( )
( )

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 ( )

d
ij i l i m j l j m

N
Z Z Z Z

N
υ = − − ∈∑

h
h s s s s h

h
,  

con { }( ) ( , ) : ; , 1,...,l mN l m l m n= − = =h s s h . 

De forma análoga al caso univariante se podría pensar en utilizar 

estimadores locales tipo núcleo; las expresiones de este tipo de estimadores se 

obtendrían también de forma natural a partir de las anteriores. 

 

                                     
8 Papritz et al. (1993, p.1022) propusieron una alternativa para el ajuste del variograma 

cruzado tradicional en el caso de submuestreo de alguna de las variables, sin embargo 

esta aproximación resulta poco práctica. 
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5.3.2 Modelos paramétricos 

Los estimadores mostrados en la sección anterior no pueden ser utilizados 

directamente en la predicción espacial multivariante (al igual que en el caso 

univariante, no verifican necesariamente las propiedades de los covariogramas o 

variogramas cruzados válidos). Como ya se comentó en la introducción de esta 

sección, se suele resolver este problema ajustando ( 1)/2k k +  modelos válidos de 

covariogramas o variogramas cruzados a un conjunto de estimaciones piloto 
ˆ ˆ( ) ( )ijl lC =   C h h , ˆ ˆ( ) ( )ijl lγ =   h hΓ  o ˆ ˆ( ) ( )ijl lυ =   h hϒ ; 1,...,l M= . Sin 

embargo, esto presenta muchas más dificultades que en el caso univariante, 

principalmente debidas a las complicaciones en la obtención de modelos válidos. 

A continuación se presenta una revisión con algunos de los modelos 

paramétricos de covariogramas y variogramas cruzados (basados en la varianza 

y en la covarianza) utilizados en la literatura. 

 

MODELO INTRÍNSECO 

El modelo de dependencia espacial multivariante más simple se obtiene 

suponiendo que los covariogramas son proporcionales a un modelo básico: 

 0( ) ( )ij ijC Cρ=h h , 

que se puede expresar en forma matricial como: 

 0( ) ( ) ( )ρ=C h C 0 h . 

En el caso de los semivariogramas cruzados tradicionales, denotando por 

( ) ( )ijυ =   h hϒ , la expresión matricial de este tipo de modelos es: 

 0) ( )γ=h B hϒ( , 

siendo B  una matriz k k×  semidefinida positiva. La expresión anterior es 

también válida para el caso de los variogramas cruzados basados en la varianza 

siempre que el variograma 0()γ ⋅  sea acotado (estacionariedad de segundo orden); 

en caso contrario, teniendo en cuenta que las pendientes de los auto-variogramas 

y variogramas cruzados deben coincidir (Papritz et al., 1993; ver también 

sección 5.1.1), los modelos intrínsecos válidos serán de la forma: 

 0) ( )ij bγ γ=h h( , 
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siendo 0b ≥ . 

Es importante recordar que al utilizar este tipo de modelos en los 

métodos cokriging tradicionales (simple, ordinario y universal con las 

restricciones de insesgadez habituales) los pesos correspondientes a las variables 

secundarias son nulos en el caso isotópico (ver sección 5.2.1). 

Estos modelos pueden verse también como un caso particular del modelo 

lineal descrito a continuación. 

 

MODELO LINEAL DE CO-REGIONALIZACIÓN 

La misma idea considerada en el caso univariante (sección 4.2.3) puede 

ser utilizada también para el caso multivariante. Por ejemplo, si suponemos 

estacionariedad de segundo orden y que los procesos verifican9: 

 
0 1

( ) ( )
lML

l l
mi im i

l m
Z a Y µ

= =
= +∑∑s s , 

donde ( )l
mY s  son variables estacionarias de segundo orden, de media cero y 

covariograma ( )lC h  (se suelen considerar también modelos básicos), y 

mutuamente independientes10; de esta forma se obtiene el denominado modelo 

lineal de co-regionalización (Journel y Huijbregts, 1978, p. 172) expresado en 

función de los covariogramas cruzados: 

 
0 1 0

( ) ( ) ( )
lML L

l l l
ij im jm ijl l

l m l
C a a C b C

= = =
= =∑∑ ∑h h h , 

o en forma matricial: 

0
( ) ( )

L

l l
l

C
=

=∑C h B h  

donde las 1L +  matrices lB  son semidefinidas positivas (condición suficiente 

para obtener modelos válidos).  

Es importante destacar que por construcción l l
ij jib b=  y por tanto los 

modelos obtenidos de esta forma son simétricos: 

                                      
9 Esta hipótesis es también la base del kriging factorial multivariante (e.g. Goovaters, 

1997, sección 6.2.9). 
10 Se han generalizado también este tipo de modelos para el caso de dependencia entre 

los componentes (Vargas-Guzmán et al., 2002) 
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 ( ) ( ) ( )ij ji ijC C C= = −h h h . 

El modelado de asimetrías se suele realizar de la forma descrita en la sección 

5.3.3, considerando parámetros de desplazamiento espacial (Journel y 

Huijbregts, 1978, p. 173); aunque también se han considerado para este caso 

modelos bilineales de covarianzas obtenidos a partir de modelos lineales 

complejos (e.g. Wackernagel, 1998, cap. 29). 

Suponiendo estacionariedad intrínseca, obtendríamos el correspondiente 

modelo expresado en función de los semivariogramas cruzados tradicionales: 

0
) ( )

L

l l
l

γ
=

=∑h B hϒ(  

donde las 1L +  matrices lB  deben ser semidefinidas positivas y los (auto) 

semivariogramas ( )lγ h  deben ser modelo válidos. Este modelo sin embargo no es 

en general válido para los semivariogramas cruzados (basados en la varianza), 

ya que los componentes no acotados deben ser los mismos en todos los 

semivariogramas. Por ejemplo, en el caso bivariante, si los 0L  primeros 

componentes se corresponden a procesos no estacionarios de segundo orden y los 

restantes a procesos estacionarios, obtendríamos el siguiente modelo (simétrico) 

para los variogramas cruzados (Papritz et al., 1993, p.1021): 

( )
0

0

1
12 11 22 122

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

L L
l l l l

l l l
l l L

b b b C b Cγ γ
= = +

= + + −∑ ∑h h 0 h  

Para la construcción de modelos válidos (matrices semidefinidas 

positivas) suelen tener en cuenta algunas reglas prácticas (e.g. Goovaerts, 1997, 

p. 114); por ejemplo, aunque los semivariogramas no tienen porque incluir todas 

las 1L +  estructuras básicas, si se incluye alguna en un semivariograma 

cruzado debe estar presente también en los auto-semivariogramas 

correspondientes. 

En el ajuste de modelos de este tipo en la práctica se suele dar prioridad 

a los auto-semivariogramas (e.g. Goovaerts, 1997, p. 117-122), determinando en 

primer lugar las estructuras que permiten ajustar los auto-semivariogramas (de 

forma independiente) y finalmente ajustando de forma conjunta todos los 

semivariogramas. Para realizar el ajuste conjunto se suele recurrir al algoritmo 

m.c.p. propuesto por Goulard (1989) (ver también Goulard y Voltz, 1992; 

Wackernagel, 1998, p. 175 y Goovaters, 1997, apéndice A), aunque otra 
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alternativa que puede ser más interesante es la reparametrización del modelo 

considerando las factorizaciones de Cholesky de las matrices lB  (de forma 

análoga a la descrita por Rehman y Shapiro, 1996, p. 220, para otro tipo de 

modelos; ver siguiente sección). 

 

MODELOS DE MARKOV 

En el cokriging co-posicionado el covariograma de las variables 

secundarías sólo es evaluado en el origen, lo cual puede simplificar notablemente 

el modelado de la dependencia espacial multivariante. Por ejemplo, si sólo se 

considera una variable secundaria sólo es necesario modelar 11( )C h , 12( )C h  y 

22( )C 0  para poder aplicar estos métodos y no es necesario realizar ninguna 

suposición sobre 22( )C h  para ≠h 0 . Por este motivo Almeida y Journel (1994) 

propusieron el siguiente modelo de Markov denominado MM1: 

 12 12 11( ) ( ) ( )ρ ρ ρ=h 0 h . 

Este modelo se basa en la siguiente hipótesis de Markov: 

 { } { }2 1 1 1 1 2 1 1 1 1( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) , , , ,E Z Z z Z z E Z Z z z z′ ′ ′ ′= = = = ∀u u u u u u u . 

Sin embargo en ciertas ocasiones puede ser más razonable la hipótesis: 

 { } { }1 2 2 2 2 1 2 2 2 2( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) , , , ,E Z Z z Z z E Z Z z z z′ ′ ′ ′= = = = ∀u u u u u u u , 

relacionada con la idea del cokriging co-posicionado de que el valor de variable 

secundaria en la posición de predicción oculta las observaciones secundarias más 

alejadas. A partir de esta hipótesis se obtiene el denominado modelo MM2 

(Journel, 1999): 

 12 12 22( ) ( ) ( )ρ ρ ρ=h 0 h . 

 

OTROS MODELOS PARAMÉTRICOS 

Aunque el modelo lineal de co-regionalización ha sido el más utilizado en 

la literatura, existen numerosos ejemplos donde se muestra que puede ser 

bastante restrictivo (justificando también el “pesimismo” con los métodos 

cokriging). Con la idea de disponer de mayor flexibilidad, Myers (1982) propuso 

un criterio para la obtención de modelos (simétricos) para covariogramas y 
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variogramas cruzados a partir de modelos univariantes. Considerando el proceso 

espacial: 

 ( ) ( ) ( )ij i jZ Z Z+ = +s s s , 

suponiendo estacionariedad de segundo orden y que el covariograma cruzado es 

simétrico, se deduce que: 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( )ij ii jj ijC C C C+ = + +h h h h , 

y por tanto se pueden obtener modelos de covariogramas cruzados a partir de 

los auto-covariogramas de los correspondientes procesos y del proceso suma. En 

el caso de procesos intrínsecamente estacionarios, considerando el 

semivariograma cruzado tradicional , se obtiene que: 

 1( ) ( ( ) ( ) ( ))
2ij ij ii jjυ υ υ υ+= − −h h h h , 

(y una expresión algo más complicada para el caso del semivariograma cruzado 

basado en la varianza). El principal problema de esta aproximación es que, al 

ajustar de forma independiente los modelos univariantes, el semivariograma (o 

covariograma) cruzado obtenido no es necesariamente válido. En general habrá 

que verificar su validez en todos los saltos h  que se vayan a considerar; por 

ejemplo, en el caso del semivariograma cruzado tradicional, se suele comprobar 

que se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz en todos los saltos: 

 
2

( ) ( ) ( ),ij ii jjυ υ υ≤ ∀h h h h , 

aunque esto no es una condición suficiente. 

La representación en medias móviles descrita en la sección 4.2.1 puede ser 

utilizada también para la construcción de modelos válidos de covariogramas o 

variogramas cruzados, teniendo en cuenta que (Yaglom, 1986, p. 418): 

 ( )1 2 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d dCov f W d f W d f f W d− = −∫ ∫ ∫x x x x s x x x x s x x
R R R

, 

para 1f  y 2f  funciones reales con cuadrado integrable en d  y ()W ⋅  proceso 

espacial ruido blanco. Utilizando este resultado Ver Hoef y Barry (1998) 

propusieron un criterio para la obtención de modelos válidos (incluyendo 

además de los parámetros correspondientes a los auto-variogramas, parámetros 

de desplazamiento espacial para modelar posibles asimetrías y parámetros para 
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controlar el grado de dependencia). Sin embargo las expresiones de los modelos 

obtenidos (suponiendo que se puede encontrar la solución explícita de las 

integrales involucradas) pueden ser bastante complicadas, dificultando el uso en 

la práctica de este tipo de modelos. La ventaja de esta aproximación es que 

permite obtener modelos válidos por construcción, evitando las dificultades que 

surgen al utilizar otros modelos debidas a las restricciones sobre los parámetros 

para garantizar su validez. 

 

5.3.3 Modelado no paramétrico 

La mayoría de las aproximaciones flexibles para el modelado de la 

dependencia espacial univariante descritas en la sección 4.5 se han generalizado 

también para el caso multivariante. En esta sección se describen brevemente los 

distintos métodos, tratando con mayor detalle la extensión de la metodología 

propuesta para el caso univariante por Shapiro y Botha (1991) (mostrada en la 

sección 4.5.1). 

 

GENERALIZACIÓN DE LA APROXIMACIÓN DE SHAPIRO-BOTHA 

Rehman y Shapiro (1996) extendieron la metodología propuesta por 

Shapiro y Botha (1991) para el modelado de semivariogramas cruzados. La base 

de esta aproximación es la misma que la del caso univariante y consiste en la 

discretización las funciones de densidad espectrales. Por ejemplo, en el caso 

unidimensional ( 1d = ) si se consideran saltos j j j
lm lm lmz a ib= +  (siendo 

1i = − ) en puntos de discretización jx , 1,...,j J= , los modelos asimétricos 

obtenidos son de la forma: 

 ( )
1

( ) cos( ) sen( )
J

j j
j jlm lm lm lm

j
r x r a x r bγ ν

=
= − −∑ ,  

con [ ]j j
lmz=Z  matrices Hermitianas semidefinidas positivas (por tanto 0j

llb = ), 

1,...,j J= , y lmν  números reales positivos verificando: 

 
1

0
J

j
lm lm

j
zν

=
− ≥∑ , (5.15) 

para , 1,..,l m k= .  
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La principal complicación respecto al caso univariante reside en las 

restricciones que deben verificar los parámetros. En el caso bivariante ( 2k = ) 

la condición de matrices semidefinidas positivas es equivalente a las 

restricciones: 

 ( ) ( )2 2
11 22 11 22 12 120,  0,  y ,  1,...,j j j j j ja a a a a b j J≥ ≥ ≥ + = , (5.16) 

sin embargo en el caso general multivariante es bastante más difícil chequear 

dicha condición. Por este motivo cuando 2k >  Rehman y Shapiro (1996) 

propusieron reparametrizar el modelo a partir de las factorizaciones de Cholesky 

de las matrices jZ , aunque los modelos resultantes no son funciones lineales de 

los parámetros (fijados los ptos. de discretización) y por tanto el ajuste de este 

tipo de modelos es mucho más complicado que en el caso univariante. Hay que 

destacar también que incluso en el caso de 2k = , el ajuste no puede realizarse 

mediante programación cuadrática ya que tanto (5.15) como (5.16) son 

restricciones no lineales. 

 Estos modelos pueden ser generalizados para el caso multidimensional 

1d >  aunque las expresiones obtenidas resultan algo más complicadas (de 

hecho Rehman y Shapiro, 1996, únicamente mostraron las expresiones sin 

simplificar para el caso 2d =  y 3d = ). Por ejemplo, en el caso de los auto-

semivariogramas (anisotrópicos), se obtendrían expresiones equivalentes a las 

mostradas en la sección 4.5.4. Por este motivo Rehman y Shapiro (1996) 

consideraron modelos isotrópicos (por tanto simétricos) cuando 1d >  (con 

expresiones casi idénticas a las del caso isotrópico univariante descrito en la 

sección 4.5.1); para conseguir mayor flexibilidad de estos modelos consideraron 

además anisotropía geométrica (ver sección 2.2.2) y parámetros de 

desplazamiento espacial para modelar semivariogramas cruzados asimétricos 

(sección 5.3.4). Sin embargo, incluso utilizando los modelos isotrópicos más 

sencillos, surgen el mismo tipo de problemas que en el caso unidimensional (algo 

menores ya que se elimina la componente imaginaria) debidos a las restricciones 

sobre los parámetros para garantizar modelos válidos. 

 

OTROS MÉTODOS 

En la sección 4.5.2 se describió la aproximación de Yao y Journel (1998) 

en el caso univariante, aunque de hecho estos autores se centraron en el caso 
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multivariante. La principal diferencia en el caso general respecto a la 

metodología descrita en dicha sección, reside a la hora de suavizar la tabla 

(compleja) de pseudo-densidad espectral correspondiente al covariograma 

cruzado (obtenida también utilizando la FFT); el suavizado se debe realizar 

bajo la restricción (5.8) de simetría respecto a la frecuencia cero (para obtener 

covarianzas no imaginarias) y las restricciones (5.9) para garantizar modelos 

válidos (aunque sólo en el caso bivariante). Volviendo a transformar a la escala 

original la tabla de densidad espectral resultante, se obtienen tablas de 

covarianzas cruzadas (en general asimétricas) que pueden ser utilizadas para la 

predicción espacial multivariante. Teniendo en cuenta esto, las observaciones 

realizadas al final de la sección 4.5.2 sobre esta metodología son aplicables 

también al caso multivariante. 

Se pueden obtener también modelos flexibles de semivariogramas cruzados 

utilizando la representación en medias móviles. Ver Hoef et al. (2003) propusieron 

utilizar las funciones de medias móviles consideradas por Barry y Ver Hoef (1996) 

para el caso univariante (ver sección 4.5.3) para obtener modelos de 

semivariogramas cruzados empleando la metodología sugerida por Ver Hoef y 

Barry11 (1998) (ver sección anterior). Naturalmente los problemas 

computacionales descritos en la sección 4.5.3 para el caso univariante, se 

incrementan al considerar múltiples variables. 

 

5.3.4 Modelado de asimetría 

Utilizando la mayoría de las aproximaciones descritas anteriormente se 

obtienen inicialmente modelos simétricos de semivariogramas o covariogramas 

cruzados (salvo con los métodos propuestos por Rehman y Shapiro, 1996, y Yao 

y Journel, 1998). Sin embargo a partir de modelos simétricos se pueden obtener 

otros asimétricos introduciendo un desfase espacial (“lag effect”); por ejemplo 

Journel y Huijbregts (1978, p. 173) propusieron, para el caso del modelo lineal 

de co-regionalización, desplazar los procesos ( )iZ s  considerando: 

                                      
11 Aunque en lugar de utilizar el criterio de ajuste m.c.p., Ver Hoef et al. (2003) 

propusieron la estimación de los parámetros utilizando máxima verosimilitud restringida 

(ver sección 4.3.2). 
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0 1

( ) ( ) ( )
lML

l l
mi i i im i i

l m
Z Z a Y µ∗

= =
= − = − +∑∑s s s∆ ∆ , 

donde d
i ∈∆ , 1,...,i k= , son los parámetros de desplazamiento espacial 

(normalmente se suele fijar 1 = 0∆ ). De esta forma se obtienen los modelos 

lineales de co-regionalización asimétricos: 

 
0 1

( ) ( ) ( )
lML

l l
ij ij i j im jm i jl

l m
C C a a C∗

= =
= + − = + −∑∑h h h∆ ∆ ∆ ∆ . 

Esta aproximación se ha considerado también para el caso de modelos de 

semivariogramas cruzados; si ( )ijγ h , , 1,...,i j k= , son modelos válidos de 

semivariogramas cruzados simétricos, entonces: 

 ( ) ( )ij ij i jγ γ∗ = + −h h ∆ ∆ , , 1,...,i j k=  

son semivariogramas cruzados asimétricos también válidos. 

 

5.3.5 Observaciones 

El modelado de la dependencia espacial en el caso multivariante presenta 

muchas más dificultades que en el caso univariante. Es necesario el modelado 

conjunto de ( 1)/2k k +  semivariogramas o covariogramas cruzados y cuando 

2k >  se complica significativamente el problema debido a las condiciones 

necesarias para garantizar modelos válidos.  

En el caso general de modelos asimétricos aparecen complicaciones 

relacionadas con el número de dimensiones similares a considerar modelos no 

isotrópicos en el caso univariante (ver p.e. la sección 4.5.4). Se pueden evitar 

estos inconvenientes considerando modelos isotrópicos y parámetros de 

desplazamiento espacial (aunque no resulta claro el papel de estos parámetros 

en el modelado de la asimetría), sin embargo persisten las mismas dificultades 

para garantizar modelos válidos cuando el número de variables es grande 

(mayor que dos).  

El ajuste de forma conjunta o por separado de los semivariogramas 

cruzados es también un tema abierto. Si se da preferencia al ajuste de los auto-

semivariogramas como proponen algunos autores y son ajustados por separado 

en un primer paso, las restricciones para garantizar modelos válidos pueden 



Geoestadística Multivariante 

 

129

producir que el ajuste posterior de los semivariogramas cruzados sea poco 

satisfactorio (incluso utilizando modelos flexibles). Teniendo en cuenta las 

observaciones realizadas en la sección 5.2, como es de esperar una menor 

influencia de la información secundaria, debería ser prioritario obtener un buen 

ajuste del auto-variograma de la variable principal. 

Como conclusión podríamos decir que uno de los temas más interesantes 

de la geoestadística espacial multivariante que requieren de mayor estudio, es 

justamente la construcción de modelos flexibles de (co)variogramas cruzados y 

de fácil implementación (ajuste) en la práctica. 
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CAPÍTULO 6 

 

MODELOS ESPACIO-TEMPORALES  

 

 

El modelado de procesos espacio-temporales es un problema crucial en 

muchas disciplinas (ver sección 1.1). En estos campos, el uso de modelos 

geoestadísticos espacio-temporales se ha generalizado en los últimos años (ver 

p.e. Kyriakidis y Journel, 1999). Sin embargo, muchas de las aproximaciones 

empleadas inicialmente se basan en modelos originalmente desarrollados para el 

caso puramente espacial o temporal, y consideran la dependencia espacio-

temporal de forma separada o no la explotan adecuadamente. Por este motivo 

se han realizado recientemente múltiples propuestas para el modelado de la 

dependencia espacio-temporal. La demanda de este tipo de modelos continua 

siendo creciente, por lo que es de esperar que también se produzca un desarrollo 

importante en este campo durante los próximos años. 

En este capítulo nos centraremos en la extensión de los modelos 

geoestadísticos espaciales para el caso de la inclusión de una dimensión temporal 

adicional. En la sección 6.1 se hace una pequeña revisión de las aproximaciones 

disponibles actualmente. En la sección 6.2 se presentan algunos de los modelos 

paramétricos de (co)variogramas no separables más conocidos. Al final de este 

capítulo, en la sección 6.3, se generaliza la aproximación de Shapiro y Botha 

(1991) para la obtención de familias flexibles de modelos válidos de variogramas 

estacionarios espacio-temporales. 

 

6.1 INTRODUCCIÓN  

 En el pasado se han considerado numerosas alternativas para el modelado 

de procesos espacio-temporales (ver p.e. Kyriakidis y Journel, 1999). Podríamos 

clasificar las distintas formas de proceder en dos grandes grupos dependiendo del 
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punto de vista inicial: modelos considerando procesos multivariantes espaciales o 

temporales (sección 6.1.1) y modelos considerando un proceso espacio-temporal 

univariante (sección 6.1.2). Recientemente parece ser que se ha optado por la 

segunda de las opciones (y es la única que va a ser considerada en los siguientes 

capítulos), principalmente debido al mayor número de modelos de variogramas 

espacio-temporales disponibles gracias a los últimos trabajos realizados en este 

campo (ver secciones 6.2 y 6.3). Aunque en teoría ambos puntos de vista tienen 

bastante en común, existen importantes diferencias a la hora de aplicarlos en la 

práctica; en la sección 6.1.3 se comparan ambas aproximaciones. 

Supongamos por el momento que el proceso espacio-temporal ( , )Z ts  

admite una descomposición de la forma: 

 ( , ) ( , ) ( , )Z t t tµ δ= +s s s , (6.1) 

siendo ( , )tµ s  la función determinística1 de tendencia y ( , )tδ s  un proceso espacial 

de media cero y con variograma no necesariamente estacionario: 

 1 2 1 2 1 1 2 22 ( , , , ) ( ( , ) ( , ))t t Var Z t Z tγ = −s s s s , 

y en ocasiones además se supondrá que este proceso tiene también 

covariograma: 

 1 2 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( ( , ), ( , ))C t t Cov Z t Z t=s s s s . 

En este trabajo nos centraremos sin embargo en el caso de variogramas y 

covariogramas estacionarios (i.e. funciones de 1 2−s s  y 1 2t t− ); ya que en la 

práctica normalmente sólo se dispondrá de una única realización parcial del 

proceso dificultando la inferencia sobre variogramas o covariogramas no 

estacionarios. Adicionalmente, ver comentarios al final de la sección 6.1.2, los 

modelos estacionarios pueden ser utilizados como punto de partida para el 

modelado de procesos no estacionarios. 

                                      
1 También han sido consideradas, especialmente en el campo espacio-temporal, 

tendencias aleatorias (ver p.e. Kyriakidis y Journel, 1999, pp. 661-663; Chilès y 

Delfiner, 1999, sección 5.8.4); este caso sin embargo no va a ser considerado aquí, 

aunque la forma de proceder es similar (la única diferencia está a la hora de eliminar la 

tendencia, utilizándose un método kriging en el caso aleatorio; ver p.e. Wackernagel, 

1998, pp. 212-213). 
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6.1.1 Aproximación espacial multivariante 

 Como ya se comentó anteriormente, en algunas ocasiones se ha utilizado 

la metodología espacial multivariante descrita en el capítulo 5 para el modelado 

de la dependencia espacio-temporal. Este tipo de aproximaciones han sido 

consideradas principalmente en los primeros trabajos en los que comenzó a ser 

necesario el modelado de procesos espacio-temporales y resultaban poco 

satisfactorios o adecuados los modelos de (co)variogramas espacio-temporales 

disponibles en aquel momento. 

 Dependiendo de la configuración de los datos se suelen considerar dos 

alternativas. Si el muestreo espacial es más denso que el temporal y se observa 

el proceso en 1,.., Tt t  instantes temporales (y para cada instante it  se dispone de 

suficientes observaciones espaciales), se suele considerar el proceso espacial 

multivariante: 

 1( ) ( ( ),..., ( ))TZ Z ′=Z s s s ,  (6.2) 

siendo ( ) ( , ),  1,...,i iZ Z t i T= =s s  (e.g. Egbert y Lettenmaier, 1986). Mientras 

que si el muestreo de las observaciones es más denso en el tiempo, incluyendo 

un número menor de posiciones espaciales 1,..., Ns s , se suele utilizar el proceso 

temporal (espacial unidimensional) multivariante: 

 ( )t =Z 1( ( ),..., ( ))NZ t Z t ′ , (6.3) 

con ( ) ( , ),  1,...,j jZ t Z t j N= =s  (e.g. Solow y Gorelick, 1986). Por tanto, en 

cualquiera de los casos, debe haber cierta clase de regularidad (temporal o 

espacial) en el conjunto de observaciones; por ejemplo, si el proceso es observado 

siempre en distintas posiciones espaciales y temporales no podríamos utilizar 

ninguna de estas alternativas. 

La representación elegida limita además las posiciones espacio-temporales 

en las que se pueden obtener predicciones sin modelado adicional2 (utilizando la 

metodología espacial multivariante habitual descrita en el capitulo 5). 

Considerando el proceso espacial multivariante (6.2) y utilizando alguno de los 

                                      
2 En ocasiones, modelos discretos son extendidos al caso continuo interpolando 

(mediante algún método kriging por ejemplo) los valores obtenidos de los parámetros 

en los puntos de discretización. 
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métodos cokriging, sólo se pueden obtener predicciones en posiciones ( , )ts  con 

{ }1,.., Tt t t∈ , mientras que si se consideran modelos del tipo (6.3) solo se puede 

predecir en ( , )ts  con { }1,..., N∈s s s . 

Si se consideran aproximaciones del tipo (6.2) es necesario el modelado de 

( 1)/2T T +  auto-variogramas y variogramas cruzados (o covariogramas); lo 

cual puede resultar bastante complicado teniendo en cuenta las observaciones 

realizadas en el capítulo 5 (ver p.e. sección 5.3.5). A partir de la descomposición 

(6.1), se obtiene que: 

 ( ) ( , , , ) ( , , )ij i j i jt t t tγ γ γ= + ≡h s s h h , 

y por tanto equivale a suponer que el semivariograma del proceso espacio-

temporal es estacionario en el espacio (en cuyo caso diremos que el 

semivariograma es espacial-estacionario), aunque no es necesario que haya 

estacionariedad temporal; esta será la principal ventaja de este tipo de modelos 

respecto a las aproximaciones espacio-temporales univariantes habitualmente 

consideradas. Las mismas observaciones sirven también para el caso de 

considerar procesos temporales multivariantes, donde habrá que modelar 

( 1)/2N N +  variogramas cruzados y no es necesario que exista estacionariedad 

espacial. 

 

6.1.2 Aproximación espacio-temporal univariante 

En este caso normalmente se considera el proceso espacio-temporal ( , )Z ts  

admite una descomposición del tipo (6.1), aunque suponiendo que el proceso 

( , )tδ s  verifica algún tipo de estacionariedad. Usualmente se considera que este 

proceso es intrínsecamente estacionario con semivariograma: 

 ( , , , ) ( , )t t u uγ γ+ + ≡s s h h , 

o estacionario de segundo orden con covariograma: 

 ( , , , ) ( , )C t t u C u+ + ≡s s h h . 

La hipótesis de isotropía, tradicionalmente considerada en el caso 

puramente espacial, es claramente poco adecuada para el caso espacio-temporal 

(implicaría suponer que un salto espacial es igual a un salto temporal); por este 
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motivo se han considerado numerosas alternativas para la obtención de modelos 

válidos de semivariogramas espacio-temporales: 

1. Modelos de variogramas geométricamente anisotrópicos (e.g. 

Dimitrakopoulos y Lou, 1994). En ocasiones se supone que:  

 ( )20 2
1 2( , )u a a uγ γ= +h h , 

siendo 0()γ ⋅  un semivariograma isotrópico (p.e. alguno de los mostrados 

en la sección 4.2); el caso general se tiene en la sección 2.2.2. Sin embargo 

esta hipótesis puede ser también poco adecuada para el caso espacio-

temporal, principalmente debido a que implica asumir que la forma del 

semivariograma es la misma en el espacio y en el tiempo. Un ejemplo de 

semivariograma de este tipo, (que será utilizado en capítulos siguientes), 

es el siguiente modelo de semivariograma esférico anisotrópico 

(SVESFA): 

 ( )

20 2

3
0 2

0

2
0

( , ) ( ),

0 0

3 1( ) 0
2 2

u bu

si h

h hh = c - si h a
a a

c si h a

γ γ

γ σ

σ

= +

 =     + < ≤       + >

h hθ θ

θ
 (6.4) 

siendo 2
0( , , , )c a b σ ′=θ , con 0 0c ≥  (efecto nugget), 0a ≥ (rango 

semivariograma esférico), 0b ≥  (parámetro de interacción espacio-

temporal) y 2 0σ >  (umbral parcial). En la figura 6.l(a) se muestra un 

ejemplo de la forma de este modelo. 

2. Modelos de covariogramas separables (e.g. Guttorp et al., 1992; sección 

2.2.2), también denominados covariogramas producto o factorizables:  

 ( , ) ( ) ( )s tC u C C u=h h , (6.5) 

considerando por tanto que la dependencia espacial es independiente de 

la dependencia temporal3. Lo que equivale a suponer que el proceso ( , )tδ s  

admite la descomposición: 

                                      
3 Nótese que (6.5) implica que, fijados 1h  y 2h , 1( , )C ⋅h  es proporcional a 2( , )C ⋅h  (i.e. 

las covarianzas cruzadas de las series temporales correspondientes a cualquier par de 

posiciones espaciales siempre tienen la misma forma). Análogamente, si se fijan dos 
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 1 2( , ) ( ) ( )t tδ δ δ=s s  

siendo 1( )δ s  y 2( )tδ  procesos independientes4. A partir de (6.5), teniendo 

en cuenta la relación entre el covariograma y el variograma, se deduce 

que: 

 ( , ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )s s st t tu C C u uγ γ γ γ γ= + −h h 0 h . 

Un semivariograma de este tipo (que será utilizado también en capítulos 

siguientes) es el modelo de semivariograma correspondiente a un 

covariograma exponencial separable (SVEXPS): 

 { }( )2
0  + 1 exp si  o 0

( , )  
0 si  y 0 

uc u
a bu

u

σ
γ

 − − − ≠ ≠=  = =

h h 0
h

h 0
θ   (6.6) 

siendo 2
0( , , , )c a b σ ′=θ , con 0 0c ≥  (efecto nugget), 0a ≥ (parámetro de 

escala temporal), 0b ≥  (parámetro de escala espacial) y 2 0σ >  (umbral 

parcial). En la figura 6.l(b) se tiene un ejemplo del aspecto que presentan 

este tipo de modelos. 

3. Modelos de (co)variogramas anidados (e.g. Rouhani y Hall, 1989), 

también denominados variogramas suma o con anisotropía zonal (sección 

2.2.2):  

 ( , ) ( ) ( )s tu uγ γ γ= +h h ,  

considerando también de forma independiente la dependencia espacial y 

temporal. En el caso de estacionariedad de segundo orden se tendría que: 

 ( , ) ( ) ( )s tC u C C u= +h h ,  

lo que equivale a suponer que el proceso ( , )tδ s  admite la descomposición: 

 1 2( , ) ( ) ( )t tδ δ δ= +s s . 

siendo 1( )δ s  y 2( )tδ  procesos independientes (por tanto también 

podríamos clasificar estos modelos como separables). 

                                                                                                             
saltos temporales, la forma del covariograma (como función del salto espacial) es la 

misma. 
4 También se han considerados algunas variaciones sobre los modelos de este tipo, por 

ejemplo considerando procesos tipificados (Haas, 1995). 
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(a) SVESFA (b) SVEXPS  

 
Figura 6.1. Gráfico de contorno de los modelos: (a) SVESFA (ec. 

(6.4) con 0 1c = , 2a = , 0.5b =  y 2 1σ = ) y (b) SVEXPS (ec. (6.6) 

con 0 1c = , 0.5a = , 0.25b =  y 2 1σ = ). 

 

4. Modelos de variogramas espaciales no estacionarios (e.g. Sampson y 

Guttorp, 1992; ver también sección 2.2.2):  

 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , )t tγ γ≡s s s s . 

En este caso se supone que la tendencia captura totalmente la 

variabilidad temporal y que el proceso ( , ) ( )tδ δ≡s s  es puramente 

espacial; de esta forma las observaciones temporales se corresponden con 

T replicas independientes de este proceso y es más fácil realizar 

inferencias sobre variogramas no estacionarios. Una revisión bastante 

detallada de este tipo de modelos se tiene en Guttorp y Sampson (1994). 

5. Modelos de (co)variogramas espacio-temporales estacionarios no 

separables (e.g. Jones y Zhang, 1997; Cressie y Huang, 1999; Christakos, 

2000; De Cesare et al., 2001; De Iaco et al., 2001, 2002a; Gneiting, 2002; 

Ma, 2002; Stein, 2003). Como los modelos anteriores (basados en la 

metodología espacial tradicional) pueden ser en ciertas ocasiones poco 

adecuados para el caso espacio-temporal (ver p.e. Journel, 1986), se ha 

realizado recientemente un esfuerzo considerable para la obtención de 

nuevos modelos de dependencia que soporten una posible interacción 

espacio-temporal (en la sección 6.2 se hace una pequeña revisión de los 
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modelos paramétricos más conocidos). La mayoría de estos modelos 

suponen isotropía en la componente espacial y temporal, i.e.: 

 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , )t t t tγ γ≡ − −s s s s , 

aunque en ocasiones pueden ser deseables modelos no simétricos (ver 

comentarios al final de la sección 6.2). 

6. Modelos de (co)variogramas espacio-temporales no estacionarios (e.g. 

Christakos, 2000; Fuentes y Smith, 2001; Fuentes, 2002; Ma, 2002, 2003). 

Muy recientemente también se han comenzado a desarrollar modelos no 

estacionarios que pueden ser utilizados en el caso espacio-temporal. 

Aunque todavía es necesario un mayor estudio que permita la obtención 

de nuevos modelos y procedimientos para su uso en la práctica, es de 

esperar un desarrollo creciente de este tipo de modelos en los próximos 

años. 

Como ya se manifestó anteriormente, en este trabajo nos centraremos 

únicamente en el caso de procesos estacionarios. Los modelos estacionarios pueden 

ser utilizados también para el caso de procesos no estacionarios, por ejemplo 

procediendo de forma local. Estas aproximaciones, que denominaremos tipo 

ventana móvil (e.g. Haas, 1990, 1995), se basan en la idea de que es razonable 

suponer un modelo homogéneo en el entorno (ventana) de una posición espacial. 

Además, los modelos de variogramas espacio-temporales estacionarios pueden ser 

utilizados para la obtención de modelos no estacionarios. De hecho es así como han 

sido obtenidos la mayoría de los modelos disponibles en la actualidad. Por ejemplo 

Fuentes y Smith (2001) y Fuentes (2002), basándose en la idea anterior de 

estacionariedad local, obtuvieron modelos no estacionarios a partir de 

convoluciones de procesos localmente estacionarios. Un resultado interesante, 

debido a Ma (2003), es que si ( , )uγ h  es un variograma espacio-temporal 

estacionario entonces: 

 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , )C t t t t t tγ γ= + + − − −s s s s s s , 

 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )C t t t t t tγ γ γ= + − − −s s s s s s , 

 { }3 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )C t t t t t t t tγ γ γ γ= + − + + − − −s s s s s s s s , 

son covariogramas espacio-temporales no estacionarios válidos. 
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6.1.3 Observaciones 

Como cabía esperar existen bastantes puntos en común entre las 

aproximaciones espaciales multivariantes (sección 6.1.1) y la aproximación 

espacio-temporal univariante (sección 6.1.2). Si el objetivo final es la predicción, 

puede verse que los métodos kriging en el contexto espacio-temporal son 

equivalentes a utilizar métodos cokriging con cualquiera de las aproximaciones 

multivariantes. Por ejemplo, si suponemos en la descomposición (6.1) que la 

tendencia es conocida (y que el covariograma existe), puede probarse fácilmente 

(e.g. Kyriakidis y Journel, 1999, pp. 673-675) que el predictor del kriging simple 

espacio-temporal (ver sección 3.2) coincide con el predictor cokriging simple 

(sección 5.2.1) obtenido considerando el proceso espacial multivariante (6.2); 

suponiendo estacionariedad, simplemente hay que tener en cuenta la relación: 

 ( ) ( , )ij i jC C t t= −h h . 

Si se consideran vectores de procesos temporales del tipo (6.3) se obtiene 

también mismo resultado, ya que en este caso: 

 ( ) ( , )ij i jC u C u= −s s . 

En el caso de media desconocida hay que tener cuidado sin embargo con las 

hipótesis que asumen sobre ella los métodos utilizados. Por ejemplo, en el caso 

de media constante, el predictor del kriging ordinario (espacio-temporal) no va a 

coincidir con el predictor cokriging ordinario tradicional ya que al utilizar este 

último se asume que las medias de los componentes del proceso multivariante 

son distintas (dando lugar por tanto a un predictor no óptimo). 

En principal inconveniente de la aproximación espacial multivariante, 

además de los descritos en la sección 6.1.1, es la dificultad para la obtención de 

modelos válidos de dependencia. Teniendo en cuenta las observaciones 

realizadas en el capítulo 5 (ver p.e. la sección 5.3.5), el problema de incluir una 

dimensión adicional es menor que los debidos a considerar múltiples variables. 

Este es posiblemente el principal motivo que justifica que en los últimos años se 

haya optado aparentemente por la aproximación espacio-temporal (única 

considerada en el resto de este trabajo). Adicionalmente, en ocasiones puede ser 

de interés el modelado de procesos espacio-temporales multivariantes. Para ello 

podemos recurrir a modelos de variogramas espacio-temporales junto con alguna 
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de las herramientas descritas en la sección 5.3, utilizando por ejemplo el modelo 

lineal de co-regionalización (e.g. De Iaco et al., 2003). Está claro que utilizar en 

este caso la aproximación espacial multivariante presentará muchas más 

complicaciones.  

 

6.2 MODELOS PARAMÉTRICOS DE SEMIVARIOGRAMAS NO 

SEPARABLES 

 Se han utilizado una gran variedad de métodos para la obtención de 

modelos de variogramas espacio-temporales no separables, por ejemplo a partir 

de ecuaciones diferenciales estocásticas (e.g. Jones y Zhang, 1997 y Christakos, 

2000), utilizando como base modelos separables (e.g. De Cesare et al., 2001; De 

Iaco et al., 2001, 2002a y Ma, 2002) o a partir de la representación espectral 

(e.g. Cressie y Huang, 1999; Gneiting, 2002 y Stein, 2003).  

El principal inconveniente de los métodos basados en ecuaciones 

diferenciales estocásticas es que en la mayoría de las ocasiones no se pueden 

obtener expresiones explicitas de los modelos de covariogramas, por lo que su 

uso en la práctica presenta más dificultades.  

Una extensión de los modelos separables, propuesta inicialmente por De 

Cesare et al. (2001), es el denominado modelo de covariograma suma-producto: 

 1 2 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s st tC u k C C u k C k C u= + +h h h ,  

donde ()sC ⋅  y ()tC ⋅  son covariogramas válidos y 1 2 20, 0, 0k k k> ≥ ≥  para 

garantizar su validez. De Iaco et al. (2001) propusieron la siguiente 

generalización de este modelo: 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s st tu u k uγ γ γ γ γ= + −h h h ,  

que denominaron modelo suma-producto generalizado, donde ()sγ ⋅  y ()tγ ⋅  son 

variogramas acotados válidos y: 

 { }0 1 max ( ( )), ( ( ))s tk umbral umbral uγ γ< ≤ h . 

Una ventaja sugerida por los autores es que el ajuste de estos modelos puede 

llevarse a cabo en la práctica a partir de los semivariogramas marginales ( ,0)γ h  y 

( , )uγ 0  (procediendo de forma totalmente análoga al caso puramente espacial). Sin 
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embargo esto resulta en una severa restricción a la hora de modelar posibles 

interacciones espacio-temporales, por lo que resulta poco recomendable esta forma 

proceder en la práctica (de hecho es de esperar que estos modelos no sean muy 

adecuados para modelar interacciones de este tipo). Otros modelos paramétricos 

no separables obtenidos a partir de covariogramas separables, son por ejemplo los 

propuestos por Ma (2002): 

 
0 0

( , ) ( ) ( )i j
s t ij

i j
u u pρ ρ ρ

∞ ∞

= =
=∑∑h h , 

siendo ()i
sρ ⋅  y ()j

tρ ⋅  correlogramas válidos para , 1,2,...i j =  y 0ijp ≥  tales que: 

 
0 0

1iji j p∞ ∞
= = =∑ ∑ .  

También se han derivado modelos no separables aplicando la propiedad (2.8) a 

modelos separables (e.g. De Iaco et al., 2002a y Ma, 2002) o al modelo suma-

producto (De Iaco et al., 2002a). 

Cressie y Huang (1999) obtuvieron varias familias de covariogramas no 

separables a partir de la representación espectral: 

 ( )( , ) ( , ) ( )d
iC u e u k dρ⋅= ∫ hh ω ω ω ω ,  

siendo ( , )ρ ⋅ω  un correlograma continuo d∀ ∈ω , verificando: 

 ( , )u duρ < ∞∫ ω , 

  y ( ) 0k >ω  con ( )d k d < ∞∫ ω ω . 

Esta aproximación fue generalizada posteriormente por Gneiting (2002), 

obteniendo modelos de la forma: 

 
( ) ( )2

22

22
( , ) dC u

uu
σ ϕ

ψψ
 =   

hh , 

siendo ( ), 0t tϕ ≥ , una función completamente monótona y ( ), 0t tψ ≥ , una 

función positiva con derivada completamente monótona5 (en Gneiting, 2002, p. 

591, se tienen algunos ejemplos de este tipo de funciones). Recordando que una 

                                      
5 Aunque estos modelos son no separables, la función ()ϕ ⋅  está asociada a la 

componente espacial y ()ψ ⋅  a la temporal. 
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función ( ), 0t tϕ ≥ , es completamente monótona si y sólo si es continua en 0 y 

verifica: 

 ( ) ( ) ( )( 1) 0,  0,  0, 1, 2, ...n n t t nϕ− ≥ ∀ > = . 

Por ejemplo, algunos de los modelos obtenidos utilizando esta aproximación (y 

que serán utilizados en los próximos capítulos) son los siguientes: 

•  Modelo de semivariograma (SVCH2) correspondiente al ejemplo 2 de Cressie 

y Huang (1999, p. 1333): 

22
2

0 /2
11 exp si  o 0

1( 1)( , )
0 si  y 0.

d
bc u
a ua uu

u

σ
γ

       + − − ≠ ≠       + + =     = =

h h 0
h

h 0
θ (6.7) 

•  Modelo de semivariograma (SVCH4) correspondiente al ejemplo 4 de Cressie 

y Huang (1999, p. 1333): 

{ }
2

0 ( 1)/222 2

11 si  o 0
( , ) ( 1)

0 si  y 0. 

d
a uc u

u a u b
u

σ
γ +

    +  + − ≠ ≠   =   + +  = =

h 0
h h

h 0

θ  (6.8) 

Donde, en las expresiones anteriores, d es la dimensión espacial y 
2

0( , , , )c a b σ=θ , con 0 0c ≥  (efecto nugget), 0a ≥ (parámetro de escala 

temporal), 0b ≥  (parámetro de escala espacial) y 2 0σ >  (umbral parcial). En 

la figura 6.2 se muestran gráficos de contorno de estos modelos. 

Los modelos anteriores de semivariogramas, al igual que la casi totalidad 

de los modelos paramétricos disponibles en la actualidad, son funciones del salto 

espacial h únicamente a través de la distancia h . La suposición de isotropía en 

la componente espacial puede ser una propiedad interesante; sin embargo, si un 

semivariograma espacio-temporal es simétrico en el salto espacial entonces 

necesariamente también es simétrico en el salto temporal, ya que: 

 ( , ) ( , ) ( , )u u uγ γ γ= − − = −h h h , (6.9) 

(por tanto un semivariograma espacial-isotrópico es también temporal-

isotrópico); Gneiting (2002) denominó a la propiedad (6.9) simetría espacio-

temporal completa. En algunos casos esta suposición puede ser poco apropiada, 

por ejemplo cuando hay un flujo temporal en una dirección (ver p.e. Gneiting, 

2002, sección 4 ó Stein, 2003, sección 7), y por tanto puede ser deseable disponer 
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de modelos de semivariogramas espacio-temporales que no posean esta 

propiedad. Actualmente se han derivado algunos modelos asimétricos a partir de 

modelos completamente simétricos. Por ejemplo, Stein (2003, sección 5) propuso 

un método para la obtención de semivariogramas no completamente simétricos 

utilizando las derivadas de modelos completamente simétricos. Sin embargo, en 

la mayoría de los casos (e.g. Gneiting, 2002, p. 598; Stein, 2003, sección 7) estos 

modelos se han obtenido perturbando un modelo espacial-isotrópico, 

reemplazando en su expresión h  por t−h v , con d∈v  (parámetro que se 

podría interpretar como el vector de velocidad media del campo). Otra 

alternativa sería utilizar modelos completamente anisotrópicos (más generales), 

como por ejemplo los mostrados en la sección 4.5.4. Aunque todavía es un 

problema abierto el encontrar modelos flexibles más simples que permitan 

modelar asimetrías de este tipo. 

 

 
(a) SVCH2 (b) SVCH4  

 

 

Figura 6.2. Gráfico de contorno de los modelos: (a) SVCH2 (ec. (6.7)) y (b) 

SVCH4 (ec.(6.8)) con parámetros 1d = , 0 1c = , 1a = , 1b =  y 2 1σ = . 

 

6.3 MODELOS FLEXIBLES DE SEMIVARIOGRAMAS ESPACIO-

TEMPORALES  

Como se mostró en las secciones anteriores, recientemente se han 

obtenido algunos modelos paramétricos de variogramas estacionarios espacio-

temporales no separables. Sin embargo, aunque se incremente el número de 
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modelos de variogramas espacio-temporales disponibles (algo de esperar en los 

próximos años), al utilizar en la práctica modelos paramétricos persistirá el 

problema de una posible mala especificación del modelo. Por tanto, al igual que 

en el caso espacial (ver sección 4.5), es también deseable disponer de modelos de 

variogramas espacio-temporales suficientemente flexibles que se puedan adaptar 

a cualquier situación. Los modelos espaciales completamente anisotrópicos 

propuestos en la sección 4.5.4 son también adecuados para el caso espacio-

temporal; sin embargo, teniendo en cuenta las observaciones realizadas al final 

de dicha sección, pueden surgir problemas con estos modelos cuando el número 

de dimensiones es grande. Una forma natural de evitar estos problemas es 

suponer isotropía en la componente espacial (lo que en cierta forma equivale a 

reducir la dimensión espacial a uno).  

Fernández-Casal et al. (2001, 2003a) generalizaron la aproximación de 

Shapiro y Botha (1991) para la obtención de familias flexibles de modelos 

válidos de variogramas estacionarios anisotrópicos en dos componentes. Estos 

modelos, que pueden ser utilizados para el caso espacio-temporal, se presentan a 

continuación.  

 

6.3.1 Modelos anisotrópicos en dos componentes 

Podemos obtener modelos válidos de semivariogramas espacio-temporales 

como casos particulares de modelos espaciales anisotrópicos en dos componentes; 

lo que adicionalmente proporciona mayor variedad de modelos aplicables 

también al caso espacio-temporal.  

Supongamos que ( )Z s  es un proceso espacial en d  estacionario de 

segundo orden, es decir: 

 ( ( )) ( )E Z µ µ= =s s ,  

 1 2 1 2( ( ), ( )) ( , ) ( )Cov Z Z C C= =s s s s h ,  

siendo 1 2= −h s s . Supongamos además que, sin ser necesariamente el 

covariograma isotrópico, hay isotropía dentro de dos componentes del vector de 

salto: 

 1 2( ) ( , ) ( , )C C C r u= =h h h , (6.10) 
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siendo 11
d∈h R  un vector formado por d1 componentes del salto h  y 22

d∈h R  

el vector formado por las 2 1d d d= −  componentes restantes. Nótese que este es 

por ejemplo el caso de un proceso espacio-temporal estacionario con un 

covariograma espacial-isotrópico/temporal-isotrópico ( , ) ( , )C t C t≡h h . 

Si además el covariograma es continuo en el origen, por el teorema de 

Bochner (Bochner, 1955) el covariograma admite una representación de la forma 

(2.11), i.e.: 

 1 2
1 2

( )
1 2( , ) ( , )d d

iC e dF⋅ + ⋅= ∫ ∫ h hh h ω τ ω τ  (6.11) 

donde dF es una medida positiva finita, y siendo el recíproco también cierto. 

Naturalmente si la función de distribución espectral F es diferenciable, podemos 

expresar la ecuación anterior en términos de la función de densidad espectral6 

( , ) 0f ≥ω τ . 

 De forma análoga al caso de isotropía espacial (sección 2.2.3), podemos 

obtener la siguiente expresión de la ecuación (6.11) anterior correspondiente a 

un covariograma anisotrópico en dos componentes del tipo (6.10): 

 1 20 0
( , ) ( ) ( ) ( , )d d dC r u r u dGκ λ κ υ λ υ

∞ ∞
= ∫ ∫ , (6.12) 

donde ()dκ ⋅  está definida por (2.16) y dG  es una función positiva acotada en 

[0, ) [0, )∞ × ∞  de propiedades similares a las de una función de distribución 

bidimensional. Esta función es de la forma: 

 ( , ) ( , )dG dF
λ υ

λ υ
< <

= ∫ ∫ω τ
ω τ ,  

siendo dF una medida positiva simétrica. Además, al igual que en el caso 

espacial isotrópico, se verifica que: 

 
0 0

(0, 0) ( , )dC dG λ υ
∞ ∞

= ∫ ∫ .  

Hay que destacar que la gran mayoría de los modelos espacio-temporales 

disponibles en la actualidad (ver secciones anteriores) son casos particulares de 

(6.12). Por ejemplo, la suposición de covariogramas separables del tipo 

                                      
6 Además, como en el caso de procesos reales el covariograma es una función par, 

podemos sustituir en las expresiones anteriores los factores exponenciales por cosenos y 

la función de densidad espectral es también una función par 
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1 2( , ) ( ) ( )C t C C t=h h , frecuentemente utilizados en la práctica para simplificar 

el problema del modelado de la dependencia espacio-temporal, se corresponden 

con el caso de 1 2( , ) ( ) ( )f f f≡ω τ ω τ .  

Al igual que en el caso espacial, en general las expresiones de la ecuación 

(6.12) incluirán funciones trigonométricas cuando id  es impar y funciones de 

Bessel de orden entero cuando id  es par. Por ejemplo, para 1 22,  1d d= =  y 

1 23,  1d d= = , obtendríamos respectivamente expresiones de la forma: 

 00 0
( , ) ( )cos( ) ( , )C r u J r u dGλ υ λ υ

∞ ∞
= ∫ ∫ ,  

 
0 0

sen( , ) cos( ) ( , )rC r u u dG
r
λ υ λ υ

λ
∞ ∞

= ∫ ∫ .  

Es importante destacar también que un covariograma que admite la 

representación (6.12) es un covariograma válido en 1 2d d′ ′× , 1 1d d′∀ ≤  y 

2 2d d′∀ ≤ . Además, de modo análogo al caso espacial isotrópico (ver sección 

2.2.3), puede verse fácilmente que: 

 
2 2

2 20 0 0 0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )r

d dC r u r u dG e u dGλκ λ κ υ λ υ κ υ λ υ
∞ ∞ ∞ ∞ −

∞= =∫ ∫ ∫ ∫ ,  

es un covariograma válido para cualquier d1, y que: 

 
2 2 2 2

0 0 0 0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )r uC r u r u dG e dGλ υκ λ κ υ λ υ λ υ

∞ ∞ ∞ ∞ − −
∞ ∞= =∫ ∫ ∫ ∫ ,  

es un covariograma válido para cualesquiera d1 y d2. 

A partir de las observaciones anteriores, y teniendo en cuenta la relación 

(2.20), se deduce que una función es el semivariograma de un proceso espacial 

anisotrópico en dos componentes si y sólo si admite una representación de la 

forma: 

 0 ( , ) si 0 o 0
( , )  

0 si 0

r u r u
r u

r u

ν ν
γ

 − > >=  = =
 (6.13) 

siendo 0ν  una constante positiva y ( , )r uν  una función semidefinida positiva 

continua en el origen que admite la representación (6.12), y tales que: 

 0 0 0 0
(0, 0) ( , ) 0c dGν ν λ υ

∞ ∞
= = − ≥∫ ∫ . 

Utilizando modelos del tipo (6.13), el problema del modelado de la 

dependencia espacio-temporal de un conjunto de datos se reduce a encontrar 
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una constante positiva 0ν  y una función G adecuadas. Para facilitar la 

resolución de este problema podemos considerar una simplificación análoga a la 

propuesta por Shapiro y Botha (1991) para el caso espacial isotrópico (sección 

4.5.1), o a la del caso completamente anisotrópico descrito en la sección 4.5.4, y 

considerar únicamente medidas atómicas. Es decir, suponer que G es una 

función con un número finito de saltos positivos ijz  en puntos ( , )i jx y , de la 

forma: 

 ( , )
i j

ij
x x y y

G x y z
≤ ≤

= ∑ ∑ .  

Los modelos de semivariogramas (acotados) obtenidos, que 

denominaremos modelos de Shapiro-Botha extendidos (SVSBE), son de la forma: 

 
1 20 0

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( )

I J

i j ijd d
i j

r u r u x r y u zγ ν ν ν κ κ
= =

= − = −∑∑ , (6.14) 

para ( , ) (0,0)r u ≠ , verificando: 

 0ijz ≥ , (6.15) 

 0
1 1

0
I J

ij
i j

zν
= =

− ≥∑∑ . (6.16) 

El ajuste de este tipo de modelos se trata en la siguiente sección; donde 

se muestra que, si se emplea el criterio m.c.p. (ver sección 4.3.1), este problema 

se puede resolver también fácilmente mediante programación cuadrática. La 

selección de los puntos de discretización ( , )i jx y  se discutirá en la sección 6.2.3. 

  

6.3.2 Ajuste 

Entre los criterios de bondad de ajuste para encontrar un variograma 

válido que describa adecuadamente la dependencia presente en los datos 

(sección 4.3), el criterio de mínimos cuadrados ponderados podría ser una buena 

opción en este caso. La elección de este método estaría justificada 

principalmente por dos razones: requiere pocas suposiciones acerca de la 

distribución de los datos (algo en concordancia con la idea de la estimación no 

paramétrica) y puede llevarse a cabo fácilmente en la práctica.  

Utilizando el criterio m.c.p., si: 
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 ˆ ˆ{ ( , ) : ( , ) }kl k lr u k l Mγ γ= ∈ , 

es el conjunto de estimaciones piloto del semivariograma7, donde M representa el 

conjunto de índices correspondiente a los saltos considerados, el problema del 

ajuste de un modelo válido se reduce a encontrar el vector 011( ,..., , )IJz z ν ′=θ  de 

dimensión 1I J× +  que minimiza la función: 

 
1 2

2

0
( , ) 1 1

ˆ( ) ( ) ( )
I J

i j ijkl kl d k d l
k l M i j

Q w x r y u zγ ν κ κ
∈ = =

  = − +   
∑ ∑∑θ ,  

sujeto a las restricciones lineales (6.15) y (6.16). 

Al igual que en el caso isotrópico de Shapiro y Botha (1991), se trata de 

un problema de programación cuadrática que se resuelve de modo idéntico (p.e. 

utilizando la rutina QPROG de la librería IMSL). Naturalmente, para este 

problema de minimización tenga solución única se debe verificar necesariamente 

que 1M I J≥ × +  (donde M  es el numero de saltos utilizados en el ajuste). 

Si en la elección de los pesos se sigue el criterio propuesto por Cressie (1985) de 

tomar 2( , ) ( , )kl k l k lw N r u r uγ= , siendo ( , )k lN r u  el número de pares utilizados 

en la estimación ˆ (̂ , )kl k lr uγ γ= , habrá que proceder también de forma iterativa, 

tomando 1klw =  en el primer paso (m.c.o.) y recalculando los pesos en cada 

iteración hasta convergencia. 

Después de resolver este problema, si 011( ,..., , )IJz z ν ′=θ  es la solución 

óptima obtenida, el modelo de semivariograma ajustado vendrá dado por: 

 
1 20

1 1
( , ) ( ) ( )

I J

i j ijd d
i j

r u x r y u zγ ν κ κ
= =

= −∑∑ ,  

para ( , ) (0,0)r u ≠ ; y la correspondiente suma de cuadrados ponderados (MCP) 

será: 

 
2

( , ) ( , )

(̂ , )MCP ( , ) 1 ( , )
( , )

k l
k l k l

k lk l M k l M

r uN r u N r u
r u

γ
γ∈ ∈

 = −   ∑ ∑ , (6.17) 

(se define de esta forma para poder comparar ajustes a diferentes estimadores 

piloto). 

                                      
7 El problema de la obtención de un conjunto de estimaciones piloto adecuado se trata 

en el siguiente capítulo. 
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Los modelos obtenidos de esta manera son también sumamente flexibles y 

casi siempre producen buenas aproximaciones a las estimaciones piloto. Esto 

puede dar lugar a problemas de “sobreajuste” y también sugiere la importancia 

de utilizar estimaciones piloto eficientes. Para evitar estos problemas, siguiendo 

la idea de Febrero-Bande et al. (1998), propondremos el uso de un estimador no 

paramétrico del semivariograma (capítulo 7). Una aproximación alternativa8 

sería la inclusión de restricciones adicionales (lineales) de suavidad, monotonía o 

convexidad, aunque esto sería más complicado que en el caso unidimensional 

(isotrópico) considerado por Shapiro y Botha (1991, pp. 91-94).  

Podrían considerarse otros criterios para la estimación de los parámetros 

de estos modelos. Por ejemplo, el método m.c.g. puede implementarse del mismo 

modo que el método anterior y podría mejorar significativamente el 

comportamiento de los modelos ajustados. Sin embargo, para poder utilizar el 

criterio m.c.g. serían necesarias expresiones que permitirían el cálculo de 

ˆ( ( , ))k lVar r uγ  y ( )ˆ ˆ( , ), ( , )k l i jCov r u r uγ γ . Estas expresiones están disponibles para 

el estimador empírico (Cressie, 1985), aunque no actualmente para el estimador 

no paramétrico propuesto en el capítulo siguiente. Otros métodos que requieren 

de una minimización no lineal multidimensional deberían descartarse por el 

momento para este tipo de modelos, ya que complicarían significativamente la 

obtención de una solución óptima. Éste es el caso por ejemplo de los métodos 

basados en máxima verosimilitud, dónde además es en principio necesaria la 

suposición de normalidad (difícil de chequear en la práctica).  

 También es importante señalar, especialmente al utilizar una 

aproximación no paramétrica, que siempre se debe tener cuidado con las 

extrapolaciones. Los modelos ajustados no deberían ser evaluados en saltos 

mucho mayores que los máximos saltos considerados en el ajuste9. Por este 

motivo, se recomienda utilizar kriging local (tipo ventana móvil) para evitar los 

posibles inconvenientes de la extrapolación. 

 

                                      
8 También se podría pensar en obtener un ajuste más suave utilizando modelos 

correspondientes a dimensiones mayores menos flexibles. 
9 En caso contrario puede ocurrir, por ejemplo, que observaciones muy alejadas de la 

posición de predicción reciban mayor peso que observaciones cercanas.  
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6.3.3 Selección de los puntos de discretización 

Para la selección de los puntos de discretización ( , )i jx y  podemos seguir el 

criterio inicial de Shapiro y Botha (1991) y tomar estos puntos regularmente 

espaciados: 

 
1

2

, 1,..., ,

, 1,..., ,
i

j

x i i I

y j j J

φ

φ

= =

= =
 (6.18) 

siendo 1φ  y 2φ  dos números positivos. En cuyo caso el problema crucial es la 

selección de valores apropiados para 1φ  y 2φ . Estos pueden tomarse por ejemplo 

de forma que se minimice la suma de cuadrados ponderados del ajuste (e.g. 

Fernández-Casal et al., 2001, 2003a; sección 7.1.2), aunque procediendo de esta 

manera aparecen problemas computacionales cuando el número de puntos de 

discretización es grande. Por ejemplo, en un ajuste con 13I =  y 14J =  (183 

parámetros), el tiempo de computación del algoritmo iterativo de programación 

cuadrática resultó de 14.5 segundos en un PIII a 750MHz (con 6 iteraciones 

m.c.p. y fijando los puntos de discretización ( , )i jx y ). En este caso, si se 

realizara una búsqueda de 1φ  y 2φ  en una rejilla 10 10×  el tiempo de 

computación sería de aproximadamente 24 minutos. Además, teniendo en 

cuenta los comentarios realizados al final de la sección 4.5.1 para el caso espacial 

isotrópico, la selección de nodos regularmente espaciados podría producir en 

algunos casos que el semivariograma ajustado presente oscilaciones anómalas10. 

Otra alternativa sería seguir la aproximación sugerida por Genton y 

Gorsich (2003) para el caso espacial isotrópico (ver sección 4.5.1) y seleccionar 

los nodos a partir de los ceros de las correspondientes funciones de Bessel. 

Podemos extender esta idea para el caso espacio-temporal seleccionando los 

puntos de discretización de la siguiente forma: 

•  Si , 1,...,ix i I=  son los nodos correspondientes a ()dκ ⋅ , entonces podemos 

fijar 1 0x =  y max1 ,  2,...,i ix q r i I−= = , siendo iq  las 1I −  primeras 

raíces de ( 2)/2()dJ − ⋅  y maxr  el correspondiente salto máximo. · 

                                      
10 Aunque en el análisis de múltiples ajustes utilizando el criterio anterior (de minimizar 

el valor m.c.p.) no se observaron oscilaciones de este tipo.  
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•  Si d = ∞  podemos tomar max( 1)/ , 1,...,ix i r i Iφ= − = , siendo φ un 

número positivo. Adicionalmente, se observó que en este caso la elección 

del parámetro φ  es menos importante11. 

Además de las ventajas sugeridas por Genton y Gorsich (2003), este 

método puede llevarse a cabo fácilmente en la práctica, reduciendo 

considerablemente el tiempo de computación necesario para realizar el ajuste de 

un modelo de este tipo a un conjunto de estimaciones piloto (utilizando p.e. el 

algoritmo desarrollado por Ball (2000) para calcular rápidamente los ceros de las 

funciones de Bessel). Sin embargo, aunque utilizando este criterio se obtienen en 

general muy buenos ajustes a las estimaciones piloto (Fernández-Casal et al., 

2003b), se observó que el ajuste cerca del origen resulta en ocasiones menos 

satisfactorio que el obtenido utilizando el criterio anterior (aparentemente este 

criterio tiende a producir peores estimaciones del efecto nugget). Esta claro que 

la selección de los puntos de discretización es todavía un tema abierto que 

requiere de mayor estudio. 

                                      
11 En todos los casos considerados en capítulos siguientes (en los que se utilizó este 

criterio) se tomó 0.3φ = . 



 

 

 



 

 

 

 

 

CAPÍTULO 7 

 

ESTIMACIÓN DE UN SEMIVARIOGRAMA  

ESPACIO-TEMPORAL 

 

 

Este capítulo se centra en la estimación del semivariograma de un 

proceso espacio-temporal estacionario ( , )Z ts . El objetivo será por tanto la 

obtención de un conjunto adecuado de estimaciones piloto: 

 { }ˆ (̂ , ) : ( , )kl k lr u k l Mγ γ= ∈ ⊂ × ,  

a partir de una realización parcial { }1 1( , ),..., ( , )n nZ t Z ts s  del proceso ( , )Z ts . 

Nótese que las posiciones de observación pueden estar regularmente o 

irregularmente espaciadas (aunque en la práctica suele haber regularidad en las 

posiciones temporales). El caso de media no constante no va a ser tratado aquí, 

el procedimiento a seguir sería el mismo que el descrito en la sección 4.1.2. 

Supondremos además por comodidad que hay isotropía en la componente 

espacial (y por tanto también en la temporal, ver sección 6.2), i.e.: 

 1 1 2 2 1 2 1 2( ( , ) ( , )) 2 ( , )Var Z t Z t t tγ− = − −s s s s , 

(el caso general completamente anisotrópico es análogo). 

En la sección 7.1 se muestra la expresión del estimador empírico del 

semivariograma para este caso y se incluye un pequeño estudio de simulación 

como ejemplo de los problemas que puede aparecer al utilizar este estimador. En 

la sección 7.2 se presenta, entre otros estimadores no paramétricos, el estimador 

lineal local del semivariograma que será utilizado en capítulos siguientes. 
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7.1 ESTIMADOR EMPÍRICO  

Como ya se comentó en la sección 4.1.1, utilizando el método de los 

momentos se obtiene el estimador empírico (o clásico) del semivariograma (4.3) 

(Matheron, 1962). En el caso de datos regularmente espaciados, utilizando una 

notación más explicita, este estimador tendría la siguiente expresión: 

 ( )2
( , )

1(̂ , ) ( , ) ( , )
2 ( , )

k l

i i j jk l
N r uk l

r u Z t Z t
N r u

γ = −∑ s s , (7.1) 

siendo: 

 { }( , ) ( , ) : ,i j i jk l k lN r u i j r t t u= − = − =s s . (7.2) 

En este caso además, se suele considerar un conjunto de índices de la forma: 

 { }( , ) : 0 , 0 , ( , ) (0,0)M k l k K l L k l= ≤ ≤ ≤ ≤ ≠ , (7.3) 

(ver p.e. Fernández-Casal et al., 2003a). Nótese que el semivariograma en el 

origen es siempre nulo, por tanto no tiene sentido estimarlo en dicho salto. 

 Si las posiciones espaciales de los datos no son regulares se utiliza una 

versión suavizada de este estimador, utilizando en lugar de (7.2): 

 { }( ( ), ) ( , ) : ( ),i j i jk l k lN Tol r u i j Tol r t t u= − ∈ − =s s ,  

siendo ( )kTol r  una región de tolerancia en torno a kr  (realmente se suele 

proceder de esta forma incluso cuando hay regularidad en las posiciones 

espaciales). Si las coordenadas temporales de las observaciones tampoco están 

regularmente espaciadas, se procede de forma análoga considerando regiones de 

tolerancia en torno a los saltos temporales. En estos casos, el conjunto de índices 

suele ser de la forma: 

 { }( , ) : 1 , 1M k l k K l L= ≤ ≤ ≤ ≤ ,  

 (e.g. Fernández-Casal et al., 2003b). 

 De forma totalmente análoga se obtienen las expresiones de cualquiera de 

las versiones del estimador (7.1); por ejemplo, el estimador robusto propuesto 

por Hawkins y Cressie (1984): 

( )2

1
2

4
0.494 0.045

0.457+
( , ) ( , )( , )

12 ( , ) ( , ) ( , )
( , ) k l k l

k l

i i j jk l N r u N r uk l N r u
r u Z t Z t

N r u
γ +

  = −    
∑ s s . 
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7.1.1 Selección de los saltos y las regiones de tolerancia 

Un problema todavía abierto es la selección de los saltos y las regiones de 

tolerancia adecuadas al utilizar este tipo de estimadores. Normalmente los saltos 

se suelen tomar regularmente espaciados: 

 
,

,
k S

Tl

r k

u l

= ∆

= ∆
 (7.4) 

siendo S∆  y T∆  dos números positivos (con 1T∆ =  en la mayoría de los 

casos), y considerando regiones de tolerancia de la forma: 

 [ )1 1
2 2( ) ( ) ,( )k S STol r k k= − ∆ + ∆ . 

Hay que tener en cuenta que cuanto más grande es el valor del 

variograma teórico mayor varianza tiene el estimador empírico (ver ec. (4.20)). 

Esto suele producir que las estimaciones en saltos alejados del origen tengan 

mayor varianza (pudiendo llegar a ser extremadamente grande). La 

recomendación de Journel y Huijbregts (1978, p. 194) es realizar el ajuste a lo 

sumo hasta la mitad del salto máximo posible y de forma que el número de 

aportaciones a la estimación en cada salto sea por lo menos de 30. Según la 

experiencia personal (que coincide en parte con las observaciones de Hass, 1990, 

p. 954), aunque este valor puede ser adecuado para saltos próximos al origen 

(incluso uno menor, p.e. 20), la estimación eficiente en saltos grandes suele 

requerir de un número bastante mayor de aportaciones. Por este motivo un 

buen criterio puede ser por ejemplo seleccionar los saltos de estimación 

regularmente espaciados, tomando S∆  y T∆  de forma que el número de 

aportaciones a las estimaciones en los saltos más próximos al origen sea por lo 

menos de 30 (aunque un valor menor podría ser también adecuado) y 

únicamente considerar saltos hasta la mitad del correspondiente salto máximo. 

Si se utiliza este criterio, el numero de aportaciones en todos los saltos será 

normalmente superior a 30 y muy superior en los saltos más grandes (ya que al 

tomar los saltos regularmente espaciados, el número de aportaciones típicamente 

aumenta rápidamente hasta la mitad del salto máximo disminuyendo 

posteriormente).  

Siguiendo más de cerca la recomendación de Journel y Huijbregts (1978), 

otro posible criterio sería considerar saltos irregularmente espaciados de forma 
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que el número de aportaciones a la estimación en cada salto fuera como mínimo 

30. Sin embargo, después de realizar un pequeño estudio de simulación (en el 

caso espacial isotrópico), se observó que con el criterio anterior se obtenían 

resultados mucho mejores. Se podría pensar también en aumentar el número 

mínimo de aportaciones; esto produciría sin embargo estimaciones más alejadas 

del origen, resultando contraproducente si el objetivo final es la predicción (ver 

p.e. sección 3.4.2). 

 

7.1.2 Un ejemplo de la eficiencia del estimador empírico 

Como ya se comentó en las secciones 4.5.1 y 6.2.2, si se utiliza el 

estimador empírico del semivariograma con modelos flexibles pueden aparecer 

problemas de “sobreajuste”, ya que las estimaciones piloto pueden tener mucha 

variabilidad produciendo que el semivariograma ajustado tenga también una 

forma muy irregular. Algunos autores (normalmente aquellos que apoyan la 

estimación por máxima verosimilitud y están en contra de los métodos de 

mínimos cuadrados) cuestionan la utilidad del estimador empírico como 

herramienta para seleccionar modelos de semivariograma y estimar los 

parámetros de dichos modelos (e.g. Stein, 1999, sección 6.9). Sin embargo, en la 

mayoría de los casos los ejemplos que manejan en su argumentación fueron 

obtenidos a partir de una única simulación de un proceso espacial y por tanto 

habría que tener cuidado al extraer conclusiones de ellos. Fernández-Casal et al. 

(2003a) realizaron un estudio de simulación más completo empleando el 

estimador empírico (7.1) junto a distintos modelos de semivariogramas espacio-

temporales (entre ellos los modelos flexibles anisotrópicos en dos componentes 

presentados en la sección 6.3). A continuación se presentan algunos de los 

resultados obtenidos en dicho estudio de simulación, aunque solamente los 

relativos al ajuste de los distintos modelos. De estos resultados se deduce, entre 

otras cosas, que obtener buenos ajustes al estimador empírico no garantiza 

necesariamente mejores resultados. Más adelante, en el capítulo 9, se mostrarán 

los resultados de un estudio de simulación más completo donde se compara este 

estimador con un estimador no paramétrico propuesto en la siguiente sección. 

En el estudio de simulación se consideró una rejilla (diseño fijo) de 

dimensiones 10 10×  ( 100n = ) en el dominio [ ] [ ]0,2 0,2D = × ⊂ ×  
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(dimensión espacial 1d = ). Utilizando el modelo de kriging ordinario, se 

generaron 1000 simulaciones en esas posiciones espacio-temporales (ver figura 

7.1). Los valores fueron generados a partir de procesos normales utilizando los 

siguientes variogramas teóricos: los modelos SVCH2 (ec. (6.7)) y SVCH4 (ec. 

(6.8)) de Cressie y Huang (1999), con parámetros 1d = , 0 1c = , 1a = , 1b =  

y 2 1σ = ; el modelo esférico anisotrópico SVESFA (ec. (6.4)) con 0 1c = , 

0.5a = , 0.25b =  y 2 1σ = ; y el modelo exponencial separable SVEXPS (ec. 

(6.6)) con 0 1c = , 0.5a = , 1b =  y 2 1σ =  (ver figuras 6.1 y 6.2). 
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Figura 7.1: Posiciones espacio-temporales de los datos. 

 

En cada simulación, utilizando el estimador empírico (7.1), se obtuvieron 

estimaciones piloto del semivariograma en saltos equiespaciados de la forma 

(7.4) con 2/9TS∆ = ∆ =  y considerando un conjunto de índices de la forma 

(7.3) con 5K L= =  (de esta forma se sigue el criterio de Journel y Huijbregts 

1978, p. 194; ver sección 4.1.1). Al conjunto de estimaciones piloto obtenidas se 

le ajustaron los modelos paramétricos anteriores y los siguientes modelos de 

Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(1,1) modelo anisotrópico en dos componentes 

(6.14) con 1 2 1d d= = , SVSBE(∞,1) modelo (6.14) con 1d = ∞  y 2 1d = , y 

SVSBE(∞,∞) modelo (6.14) con 1d = ∞  y 2d = ∞ . 

En el ajuste de los modelos de Shapiro-Botha extendidos se utilizó la 

rutina QPROG de la librería IMSL para resolver los problemas de programación 

cuadrática (se procedió de forma iterativa; utilizando m.c.o., i.e. 1klw = , en el 
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primer paso y recalculando los pesos en cada iteración hasta convergencia). Los 

valores de I y J en (6.14) se fijaron igual al correspondiente número de saltos 

utilizados en el ajuste menos uno, es decir 5I J= =  (de esta forma el número 

de parámetros es menor que el número de estimaciones). Los puntos de 

discretización se tomaron equiespaciados (ec. (6.18)), tomando los valores de 1φ  

y 2φ  de forma que se minimizara la suma de cuadrados ponderados del ajuste 

(se consideraron como dos parámetros adicionales; para su estimación, se evaluó 

la función objetivo en una rejilla bidimensional y se seleccionaron los valores que 

minimizaban la suma de cuadrados ponderados). En el ajuste de los demás 

modelos se utilizó el algoritmo iterativo descrito al final de la sección 4.3.1 

(combinando regresión lineal m.c.p. con un algoritmo Levenberg-Marquardt 

modificado). 

Para comparar los distintos modelos, además de la suma de cuadrados 

ponderados del ajuste al semivariograma empírico: 

  
2

( , )

(̂ , )SCP ( , ) 1
( , )

k l
k l

k lk l M

r uN r u
r u

γ
γ∈

 = −   ∑ ,  

se calculó también el error cuadrático relativo para medir el ajuste al 

variograma teórico: 

  
2

( , )

( , )ECRT 1
( , )

k l

k lk l M

r u
r u

γ
γ∈

 = −   ∑ ,  

donde (̂, )γ ⋅ ⋅  es el estimador empírico del semivariograma, (, )γ ⋅ ⋅  el 

semivariograma ajustado, (, )γ ⋅ ⋅  el semivariograma teórico y M el conjunto de 

índices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste. Además se calcularon 

los valores correspondientes al variograma teórico (TEOR) empleado para 

generar las observaciones (utilizándolo en lugar del modelo ajustado). 

Los valores obtenidos se muestran en la tabla 7.1; si comparamos el 

ajuste al semivariograma empírico (SCP) observamos que los modelos de 

Shapiro-Botha extendidos son mucho más flexibles y se adaptan mejor a las 

estimaciones del semivariograma en todos los casos. Dentro de éstos, los modelos 

más específicos son los que obtienen mejores ajustes; algo que concuerda con 

observaciones anteriores (al considerar modelos válidos en dimensiones mayores 

se pierde flexibilidad). Si comparamos los valores de ECRT para medir la 
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proximidad al semivariograma teórico (en los saltos utilizados en el ajuste), en 

general ocurre lo contrario y los modelos de Shapiro-Botha extendidos se ajustan 

peor. En la mayoría de los casos el modelo correspondiente al semivariograma 

teórico es el que aparentemente obtiene mejores resultados. Esto es lo que nos 

induce a pensar que el estimador clásico del semivariograma es poco eficiente, ya 

que los modelos más ajustados al estimador empírico son los que están a mayor 

distancia del semivariograma teórico (lo que se corresponde con los grandes 

valores de SCP obtenidos utilizando los semivariogramas teóricos).  

Como ejemplo adicional en la figura 7.2 se comparan las estimaciones del 

efecto nugget obtenidas con los distintos modelos, las estimaciones logradas con 

los modelos de Shapiro-Botha extendidos son las que en general se aproximan 

mejor al verdadero valor (especialmente los menos flexibles), por lo que podemos 

decir que el comportamiento de éstos modelos cerca del origen es bastante 

bueno (y por tanto el del estimador empírico en saltos pequeños no es muy 

malo). Destaca también el mal comportamiento del modelo SVCH4 

(produciendo subestimaciones del efecto nugget), incluso cuando es el utilizado 

para generar las simulaciones (figura 7.1-b). Por tanto, incluso utilizando el 

modelo paramétrico correcto con el estimador empírico, las estimaciones finales 

de los parámetros pueden ser poco eficientes (naturalmente si el modelo 

paramétrico está mal especificado los resultados pueden ser mucho peores). 

 Las observaciones anteriores confirman la idea de que al utilizar modelos 

flexibles es importante utilizar estimaciones piloto eficientes. Más adelante (en el 

capítulo 9) se corroborará esta afirmación al comparar, también mediante 

simulación, el estimador empírico con el estimador lineal local propuesto en la 

siguiente sección.  
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Tabla 7.1: Medidas del ajuste obtenido con los distintos modelos. 

 

Semivariograma  SCP   ECRT  

Teórico Ajustado Media Mediana Des.Std. Media Mediana Des.Std. 

SVSBE(1,1) 19.48 18.28 7.75 1.998 .951 3.427 

SVSBE(∞,1) 24.14 23.00 8.61 1.974 .933 3.436 

SVSBE(∞,∞) 26.99 25.68 9.58 1.899 .856 3.392 

SVCH2 30.54 29.40 10.92 1.831 .819 3.190 

SVCH4 33.36 31.54 12.65 1.783 .860 3.001 

SVESFA 34.24 31.13 15.39 1.755 .846 2.897 

SVEXPS 51.97 39.61 44.46 1.702 .845 2.607 

SVCH2 

TEOR 186.85 98.18 280.46 .000 .000 .000 

SVSBE(1,1) 17.73 16.40 7.69 1.601 .881 2.350 

SVSBE(∞,1) 21.94 20.47 8.76 1.553 .846 2.354 

SVSBE(∞,∞) 26.66 25.33 10.49 1.486 .773 2.363 

SVCH2 36.60 31.90 20.45 1.433 .727 2.241 

SVCH4 37.33 33.48 18.27 1.386 .710 2.144 

SVESFA 32.11 29.83 12.45 1.414 .722 2.225 

SVEXPS 38.58 33.86 21.11 1.410 .719 2.235 

SVCH4 

TEOR 156.66 94.60 200.53 .000 .000 .000 

SVSBE(1,1) 22.73 19.91 12.30 1.470 .804 2.157 

SVSBE(∞,1) 27.53 25.14 12.92 1.349 .698 2.128 

SVSBE(∞,∞) 31.33 28.98 13.73 1.310 .658 2.130 

SVCH2 51.82 46.02 24.74 1.551 .824 2.416 

SVCH4 46.85 41.53 21.67 1.460 .729 2.341 

SVESFA 35.59 32.82 15.01 1.368 .689 2.259 

SVEXPS 39.31 35.40 17.83 1.274 .613 2.069 

SVESFA 

TEOR 148.49 92.59 188.64 .000 .000 .000 

SVSBE(1,1) 22.48 19.70 12.44 1.882 .967 3.218 

SVSBE(∞,1) 24.91 22.22 12.29 1.775 .866 3.219 

SVSBE(∞,∞) 28.01 25.50 13.38 1.725 .812 3.212 

SVCH2 48.75 41.15 28.39 1.987 .929 3.679 

SVCH4 44.87 40.23 23.90 1.833 .886 3.324 

SVESFA 34.83 31.30 15.92 1.762 .811 3.367 

SVEXPS 43.96 37.03 25.89 1.590 .779 2.823 

SVEXPS 

TEOR 180.35 105.13 272.00 .000 .000 .000 
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(a) SVCH2 (b) SVCH4 

  
(c) SVESFA (d) SVEXPS 

  
Figura 7.2. Estimaciones del efecto nugget obtenidas al ajustar los distintos 

modelos (las líneas de puntos se corresponden con el valor teórico). 

 

7.2 ESTIMADORES NO PARAMÉTRICOS 

Para la obtención de estimaciones más eficientes podemos pensar en 

utilizar también las ideas de suavizado tipo núcleo. Los estimadores no 

paramétricos mostrados en la sección 4.1.1 para el caso espacial isotrópico se 

extienden fácilmente para el caso espacial-isotrópico/temporal-isotrópico. Por 

ejemplo, podemos obtener estimadores de este tipo simplemente aplicando 
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directamente la metodología de regresión no paramétrica multivariante al 

conjunto de datos1: 

 ( ){ }, : 1ij ijY i j n≤ < ≤X   

con: 

 ( ),ij i j i jt t ′= − −X s s , 

 ( )2( , ) ( , )ij i i j jY Z t Z t= −s s . 

Otras aproximaciones utilizadas en el caso espacial isotrópico para la 

construcción de estimadores piloto se podrían extender también para este caso. 

Por ejemplo, siguiendo la idea de Hawkins y Cressie (1984) (ser sección 4.1.1), 

podríamos obtener estimadores más robustos considerando como respuesta, en 

lugar de ijY , la raíz cuadrada de las diferencias en valor absoluto: 

 
11

4 2( , ) ( , )i i j jijY Z t Z t= −s s . 

Aunque las estimaciones obtenidas aplicando directamente los métodos de 

regresión no paramétrica multivariante a este conjunto de datos también habría 

que transformarlas adecuadamente a la escala original. 

A continuación se presentan algunos de los estimadores pilotos no 

paramétricos que se pueden obtener de esta forma. 

 

ESTIMADOR NADARAYA-WATSON 

La expresión de un estimador de este tipo sería la siguiente: 
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1 1
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 − −   −  − − =  − −     − − 

∑ ∑

∑ ∑

H

H

s s
s s

s s
,  

con 11( ) ( )K K −=H Hv H v , siendo ()K ⋅  una función núcleo bidimensional y H  la 

correspondiente matriz de ventanas. 

                                      
1 Al igual que en el caso isotrópico mostrado al final de la sección 4.1.1, en los 

estimadores considerados aquí no se incluirán los datos correspondientes a los índices 

i j=  para cubrir la posible falta de continuidad del semivariograma en el origen. 
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 Un problema con estos estimadores, bastante conocido en la estimación 

no paramétrica de curvas y superficies, es el denominado “efecto frontera”. Si se 

utiliza este tipo de estimadores con núcleos simétricos, las estimaciones 

obtenidas en los extremos de las observaciones pueden ser muy poco eficientes. 

Como ya se comentó anteriormente, en la estimación del semivariograma es 

especialmente importante capturar la conducta cerca del origen (ver p.e. sección 

3.4.2); por lo que este problema resulta aún más importante. Para solventar 

eficientemente este inconveniente García-Soidán et al. (2003a) propusieron, para 

el caso espacial isotrópico, utilizar una combinación de núcleos asimétricos. Se 

podría extender igualmente esta aproximación para el caso espacial-

isotrópico/temporal-isotrópico; sin embargo, siguiendo la alternativa sugerida 

por García-Soidán et al. (2003b), se propondrá el uso del estimador lineal local 

mostrado a continuación. 

 

ESTIMADOR LINEAL LOCAL 

Como ya se comentó anteriormente, otros estimadores locales tipo núcleo 

muy conocidos son los estimadores polinómicos locales (ver p.e. Fan y Gijbels, 

1996). Una de las principales ventajas de estos estimadores frente a los 

estimadores tipo Nadaraya-Watson es la ausencia de efectos frontera.  

Podemos obtener una estimación piloto de ( , )r uγ  mediante regresión 

lineal local multivariante minimizando: 
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          − − − − ×          − −    
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∑ ∑

H

s s s s

s s

 (7.5) 

(utilizando la notación anterior). Si 0 10 01ˆ ˆ ˆ( , , )β β β  es la solución del problema de 

mínimos cuadrados ponderados (7.5), entonces la estimación piloto de ( , )r uγ  

será: 

 0
1 ˆ(̂ , )
2

r uγ β= . (7.6) 
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ESTIMADOR LINEAL LOCAL ROBUSTO 

Siguiendo la idea descrita al principio de esta sección podríamos obtener 

versiones robustas de los estimadores anteriores; por ejemplo, en el caso del 

estimador lineal local, minimizando: 
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Si 0 10 01( , , )β β β  es la solución del problema anterior, procediendo de forma 

análoga a la propuesta de Hawkins y Cressie (1984) para el caso espacial 

isotrópico, se obtiene2 la estimación robusta de ( , )r uγ : 

 ( )40
1( , )

2 ( )
r u

A h
γ β= , 

con: 

 
1

2

1 1
( ) 0.457 0.494

n n

ij
i j i
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−

= = +
= + ∑ ∑ , 

siendo ijw  los pesos de la estimación local lineal de 0β , es decir: 
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2 Simplemente teniendo en cuenta que si:   
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, 

entonces ( ) 0.82216E W  y 1 2
1 1

( ) 0.12192 n n
iji j i

Var W w−
= = +∑ ∑  suponiendo 

indepencia (algo más apropiado en este caso, ya que la raíz cuadrada de las diferencias 

en valor absoluto están menos correladas que las diferencias al cuadrado; ver p.e. 

Cressie, 1993, p. 76) y aplicando posteriormente el método delta. 
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(realmente esta corrección serviría para cualquiera de los estimador no 

paramétricos que verifiquen 1
1 1 1n n

iji j i w−
= = + =∑ ∑ ). 

 

DETALLES COMPUTACIONALES 

 Hay que tener en cuenta que el numero de datos utilizados en la 

estimación ( ( 1)/2n n − ) puede llegar a ser extremadamente grande, por lo que 

es recomendable utilizar algún método que permita acelerar el cálculo de las 

estimaciones. En los casos mostrados en este trabajo se decidió emplear la 

técnica conocida como binning lineal por sus ventajas en la precisión de las 

aproximaciones obtenidas (ver p.e. Wand, 1994).  

Adicionalmente, en la estimación no paramétrica multivariante 

normalmente se consideran formas más simples para la matriz de ventanas H , 

como por ejemplo: 

 2 2
1 2( , )diag h h=H , 

o incluso: 

 2h=H S , (7.7) 

siendo S la matriz de covarianzas muestral: 

 ( ){ }( ), : 1i j i jCov t t i j n′= − − ≤ < ≤S s s , 

(ver p.e. Wand y Jones, 1995, pp. 105-108). Si se escoge una matriz de ventanas 

más compleja aumentará el tiempo de computación y se pueden agravar los 

problemas relacionados con la minimización multidimensional (aunque éstos 

pueden solventarse, por lo menos en parte, utilizando algoritmos genéticos de 

optimización; ver por ejemplo Goldberg, 1989). En los casos considerados en este 

trabajo se obtuvieron resultados casi idénticos con las distintas opciones para la 

matriz H  (incluyendo el caso general). 

 

SELECCIÓN DE LA VENTANA ÓPTIMA 

Las estimaciones obtenidas dependen en gran medida de la matriz de 

ventanas H  empleada ( ˆ ˆ( , ) ( , ; )r u r uγ γ≡ H ), por lo que la principal cuestión a la 

hora de utilizar este estimador es la selección de una matriz de ventanas 
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adecuada. Para solventar este problema podemos considerar dos opciones de 

partida: basarse en la idea de que el objetivo final es la obtención de 

predicciones kriging o en alguna de las aproximaciones tradicionalmente 

utilizadas en la estimación funcional no paramétrica. Por ejemplo, como 

aproximación inicial, podríamos pensar en utilizar alguno de los siguientes 

criterios para la obtención de la matriz de ventanas óptima: 

1. Validación cruzada en la predicción kriging (VCK): 

Seleccionar H  de forma que se minimice el error cuadrático medio de 

validación cruzada: 

 ( )2
1

1 ˆECMVC ( , ) ( , )
n

i i i i i
i

Z t Z t
n −
=

= −∑ s s  (7.8) 

donde ˆ ( , )i i iZ t− s  es el predictor kriging de ( , )i iZ ts  calculado a partir de 

{ }( , ) :j jZ t j i≠s  empleando las estimaciones piloto (̂ , ; )r uγ H  (obtenidas 

utilizando todas las observaciones). El problema principal de esta 

aproximación es que puede requerir de mucho tiempo de computación, 

sobre todo si el número de observaciones es grande y la forma de la 

matriz de ventanas es compleja. Para calcular esta medida para una 

matriz fija H, se deben obtener las correspondientes estimaciones piloto 

del semivariograma, ajustar un modelo válido3 y finalmente calcular las 

predicciones kriging. 

2. Validación cruzada en la estimación del variograma (VCE): 

Buscar H  de forma que se minimice alguno de los criterios de error 

empleados en la estimación no paramétrica tradicional. Por ejemplo el 

error cuadrático de validación cruzada en la estimación del variograma: 

 ( )( )
1 22

( , )
1 1

ˆ( , ) ( , ) 2 ( , )
n n

i i j j i j i j i j
i j i

Z t Z t t tγ
−

−
= = +

− − − −∑ ∑ s s s s , 

o el error cuadrático relativo: 

 
( )

221

( , )1 1

( , ) ( , )
1

ˆ2 ( , )

n n
i i j j

i j i j i ji j i

Z t Z t
t tγ

−

−= = +

 −   −  − −  
∑ ∑ s s

s s
, (7.9) 

                                      
3 Si además se ajusta un modelo SVSBE utilizando el primero de los criterios mostrados 

en la sección 6.2.3 para la selección de los puntos de discretización, este método resulta 

ser computacionalmente prohibitivo.  
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siendo ( , )ˆ (, )i jγ− ⋅ ⋅  la estimación piloto del semivariograma obtenida sin 

considerar ( )2( , ) ( , )i i j jZ t Z t−s s . La ventaja de utilizar alguno de estos 

criterios es que han sido estudiados extensivamente en el contexto de la 

regresión local multivariante y están disponibles algoritmos rápidos para 

el cálculo de estas medidas (e.g. Turlach y Wand, 1996). En los 

resultados mostrados en próximos capítulos se consideró únicamente el 

error cuadrático relativo con este criterio. 

La selección del parámetro H  es un tema también abierto que debe ser 

estudiado con mayor profundidad. Por ejemplo, la idea de utilizar una 

validación cruzada eliminando más de una observación (descrita al final de la 

sección 4.4) puede ser más apropiada para este caso4. Adicionalmente, si se 

deducen las expresiones del sesgo y varianza condicionales del estimador lineal 

local (de forma análoga a la estimación núcleo multivariante, e.g. Wand y 

Jones, 1994; o a la regresión local multivariante, e.g. Ruppert y Wand, 1994), se 

podrían obtener la ventana local o global asintóticamente óptima utilizando por 

ejemplo el criterio MSE o MSIE (ver p.e. García-Soidán et al., 2003b, para el 

caso espacial isotrópico). Todavía no se ha investigado ninguno de estos puntos, 

pero tendiendo en cuenta el comportamiento más estable en otras situaciones, 

los métodos de selección de la ventana local óptima tipo plug-in podrían mejorar 

significativamente la conducta del estimador lineal local del semivariograma 

(aunque pueden ser mucho más difíciles de obtener que en el contexto de 

independencia). 

 

                                      
4 Realmente, si se emplea alguna técnica binning para el calculo de las estimaciones y se 

emplea el criterio VCE sobre los datos discretizados como si fuesen los originales, al 

eliminar una de estas observaciones se eliminarán en general varias de las observaciones 

iniciales. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

CAPÍTULO 8 

 

APLICACIÓN A DATOS REALES 

 

 

En este capítulo se muestra un ejemplo de la aplicación a un conjunto de 

datos reales de la aproximación propuesta para el modelado de la dependencia 

espacio-temporal (combinando el estimador lineal local del semivariograma, 

mostrado en el capítulo anterior, y los modelos de Shapiro-Botha extendidos 

descritos en la sección 6.3). Las observaciones son medidas tomadas cada seis 

horas (unidad de tiempo) de la componente este-oeste de la velocidad de viento 

(en m/seg) a 10 metros de la superficie de una rejilla de 17×17 posiciones 

espaciales (regularmente espaciadas, aprox. 210 km.) localizada en la parte 

occidental del Océano Pacífico tropical (145ºE-175ºE, 14ºS-16ºN; al noreste de 

Australia y Nueva Guinea). Este mismo conjunto de datos ha sido analizado 

anteriormente por distintos autores, como por ejemplo Cressie y Huang (1999) o 

Wikle y Cressie (1999). En lugar de emplear todas las observaciones temporales 

(480 intervalos de tiempo que corresponden al período comprendido entre 

noviembre de 1992 y febrero de 1993), se decidido considerar únicamente los 

primeros 56 instantes temporales para reducir el tiempo de computación; por 

tanto los resultados mostrados a continuación se obtuvieron a partir de una 

muestra espacio-temporal de 16184 observaciones. En la figura 8.1 se muestran 

las observaciones correspondientes a 9 instantes temporales (nótese que valores 

negativos se corresponden con viento del este y valores positivos con viento del 

oeste). 

Después de un análisis exploratorio de los datos1, puede verse (e.g. 

Cressie y Huang, 1999, pp. 1336-1338) que la suposición de estacionariedad 

                                      
1 Por motivos de extensión no se incluyeron en este trabajo las técnicas disponibles para 

la exploración de datos espaciales. Para información sobre este tema ver por ejemplo 
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espacio-temporal es razonable para este conjunto de datos; lo que nos permite 

emplear el modelo del kriging ordinario y estimar el semivariograma 

directamente de los datos originales (sin necesidad de eliminar la tendencia). 

 

t = 1 t = 2 t = 3 

  
t = 6 t = 7 t = 8 

  
t = 54 t = 55 t = 56 

  
Figura 8.1: Datos de la componente este-oeste de la velocidad de viento 

(m/seg) en las 17×17 posiciones de observación para distintos instantes 

temporales (las escalas de los ejes X e Y en miles de kilómetros). 

 

Como en ocasiones el objetivo es la obtención de predicciones futuras a 

partir de observaciones anteriores, se decidió utilizar esta idea para estudiar la 

                                                                                                             
Cressie (1993, pp. 33-46) o Fernández-Casal (1996, sección 4.1).  
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conducta de los distintos modelos2. Para cada uno de los instantes temporales 

0 9,...,56t =  (dos semanas) y para una de las 289 posiciones espaciales de 

observación 0s , se calculó el predictor (local) del kriging ordinario 0 0ˆ( , )Z ts  y la 

correspondiente varianza kriging 2
0 0( , )tσ s  a partir de los datos de los 8 

instantes temporales anteriores { }0 0( , ) : 8 1i i iZ t t t t− ≤ ≤ −s . Para la 

obtención de estos valores se empleó el estimador lineal local (7.6) y los 

siguientes modelos de Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(2,1) (modelo (6.14) 

con 1 2d =  y 2 1d = ), SVSBE(∞,1) (modelo (6.14) con 1d = ∞  y 2 1d = ) y 

SVSBE(∞,∞) (modelo (6.14) con 1d = ∞  y 2d = ∞ ). 

 

8.1 ESTIMACIÓN Y AJUSTE DE LOS MODELOS  

En cada subconjunto de datos se calcularon las estimaciones lineales 

locales del semivariograma empleando binning lineal (nótese que, aunque el 

número de observaciones no es muy grande 2312, el número total de pares es de 

2671516). La matriz de ventanas se escogió de la forma 2h=H S  (ec. (7.7)) y se 

empleó el criterio de validación cruzada en la estimación del variograma (VCE), 

minimizando el error cuadrático relativo (7.9) para seleccionar la matriz óptima. 

De esta forma se obtuvieron estimaciones piloto (̂ , )i jr uγ  en los saltos 

0.1586·ir i=  (en miles de kilómetros), ju j=  (1 unidad = 6 horas), 

0,...,29,  0,..., 8,  ( , ) (0, 0)i j i j= = ≠ .  

Siguiendo el criterio de Journel y Huijbregts (1978, p. 194), el ajuste de 

los modelos SVSBE únicamente se realizó hasta la mitad de los correspondientes 

saltos máximos. Para el ajuste de estos modelos se siguió el mismo 

procedimiento descrito en la sección 7.1.2 (de forma iterativa, empezando con 

m.c.o. y utilizando la rutina QPROG de la IMSL). Los valores de I y J en 

(6.14) se fijaron igual al correspondiente número de saltos utilizados en el ajuste 

menos uno, es decir 15I =  y 4J = . Los puntos de discretización sin embargo 

se tomaron siguiendo el criterio descrito al final de la sección 6.2.3 (basado en la 

propuesta de Genton y Gorsich, 2003), utilizando el algoritmo desarrollado por 

                                      
2 En Fernández-Casal et al (2003a) se tiene un ejemplo sobre este mismo conjunto de 

datos, empleando el estimador empírico y los modelos SVSBE, pero considerando 

interpolación (validación cruzada tradicional) en lugar de extrapolación. 
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Ball (2000) para el calculo de los ceros de las funciones de Bessel. En la figura 

8.2 se muestra un ejemplo, correspondiente al primer subconjunto de datos, con 

las estimaciones piloto obtenidas de esta forma y los ajustes de los distintos 

modelos. 

 

(a) Estimador lin. loc. (b) SVSBE(2,1)  

  
(c) SVSBE(∞,1)  (d) SVSBE(∞,∞) 

 
Figura 8.2: Gráficos 3D, correspondientes a los 8 primeros instantes temporales, 

con las estimaciones lineales locales del semivariograma (en los saltos 

considerados en el ajuste) y los distintos modelos ajustados. 

 

En la tabla 8.1 se tiene un resumen de las estimaciones del efecto nugget 

y de los valores MCP (ec. (6.17)) obtenidos en los ajustes de los modelos 

SVSBE. Como cabía esperar, se observa que el modelo más flexible es el 

específico a las dimensiones de los datos y que al considerar modelos más 
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generales se obtienen peores ajustes. También se observa en este caso que al 

considerar modelos menos flexibles se obtienen estimaciones mayores del efecto 

nugget, algo que se puede ver también en el ejemplo mostrado en la figura 8.2. 

 

 

 MCP   0c   Modelo 

ajustado Media Mediana Des.Std. Media Mediana Des.Std. 

SVSBE(2,1) 4.07E-05 3.38E-05 2.12E-05 .354 .363 .102 

SVSBE(∞,1) .0010 .0009 .0004 .897 .832 .242 

SVSBE(∞,∞) .0012 .0012 .0003 1.136 1.086 .238 

Tabla 8.1: Medidas resumen de los valores MCP y estimaciones del 

efecto nugget obtenidos en el ajuste los distintos modelos de Shapiro-

Botha extendidos. 

 

 

8.2 PREDICCIONES  

Como se comentó al principio de este capítulo, en cada uno de los 

instantes temporales 0 9,...,56t = , se utilizaron los modelos SVSBE ajustados 

para calcular las predicciones 0 0ˆ( , )Z ts  y varianzas kriging 2
0 0( , )tσ s  en las 

posiciones de observación 0s . Por ejemplo, en la figura 8.3 se tienen las 

superficies de predicción correspondientes al modelo SVSBE(2,1) en los tres 

últimos instantes temporales (estas superficies pueden ser comparadas con las 

mostradas en la figura 8.1). 

Para comparar las predicciones obtenidas utilizando los diferentes 

modelos SVSBE, se calcularon las siguientes medidas para cada posición de 

predicción 0 0( , )ts : 

•  El error cuadrático de predicción: 

 2
0 0 0 0ˆECP ( ( , ) - ( , ))Z t Z t= s s . 

•  El error cuadrático de predicción adimensional: 

 ( )20 0 0 0 0 0ˆECPA ( ( , ) - ( , )) ( , )Z t Z t tσ= s s s , 

(que debería ser próximo a 1 si hay concordancia entre las varianzas 
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kriging y las varianzas observadas). 

•  La cobertura (COP) del intervalo de predicción al 95% suponiendo 

normalidad. 

 

 

t = 54 t = 55 

 
t = 56  

 

Figura 8.3: Predicciones de la componente este-oeste de la velocidad de viento en 

torno a las posiciones de observación para los tres últimos instantes temporales 

(calculadas a partir de los correspondientes 8 anteriores) empleando el modelo 

SVSBE(2,1) (con escalas iguales a las de la figura 8.1). 

 

En la tabla 8.2 se muestra un resumen de los valores anteriores y 

adicionalmente en figura 8.4 se muestran las superficies de error obtenidas 
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promediando los valores de ECP en los 48 instantes temporales considerados, 

i.e.: 

 
0

56
2

0 0 0 0 0
9

1 ˆMECP( ) ( ( , ) - ( , ))
48 t

Z t Z t
=

= ∑s s s . (8.1) 

Teniendo en cuenta el error cuadrático de predicción (ECP), observamos en este 

caso que los modelos más flexibles con mejores ajustes al estimador piloto (ver 

tabla 8.1) son los que obtienen mejores resultados. Si se comparan los valores 

del error cuadrático de predicción adimensional (ECPA), se observa que el 

modelo SVSBE(∞,1) es el que obtiene mejores estimaciones de la varianza de 

predicción. Los valores correspondientes al modelo SVSBE(2,1) son también 

bastante buenos, mientras que con el modelo SVSBE(∞,∞) se obtuvieron 

estimaciones muy optimistas de la varianza kriging3. Naturalmente los valores 

de ECPA están en concordancia con las coberturas de los intervalos de 

predicción; cuanto mayor es el valor del ECPA menor es la cobertura del 

intervalo de confianza. 

 

 

  SVSBE(2,1) SVSBE(∞,1) SVSBE(∞,∞) 

 Media 2.075 2.130 2.337 

ECP Mediana .911 .915 .983 

 Desv. Std.  3.180 3.290 3.598 

 Media 1.223 1.126 1.429 

ECPA Mediana .528 .483 .598 

 Desv. Std.  1.867 1.729 2.203 

Media .927 .936 .900 
COP 

Desv. Std. .260 .246 .300 

Tabla 8.2: Medidas de resumen de las predicciones obtenidas con los 

diferentes modelos ajustados. 

                                      
3 Nótese que es de esperar que los valores del ECPA sean mayores que 1, ya que en la 

estimación de la varianza kriging se supone que el variograma es conocido (ver sección 

3.4.2). 
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(a) SVSBE(2,1) (b) SVSBE(∞,1) 

(c) SVSBE(∞,∞)  

 

Figura 8.4: Gráficos de contorno de 0MECP( )s  (ec. (8.1)) correspondientes a los 

distintos modelos ajustados (las escalas de los ejes X e Y en miles de 

kilómetros). 

 



 

 

 

 

 

CAPÍTULO 9 

 

ESTUDIO DE SIMULACIÓN 

 

 

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos en un estudio de 

simulación comparando la aproximación propuesta con los métodos 

tradicionalmente utilizados en el modelado de la dependencia espacial (descritos 

en la sección 4.3). Se consideró el ajuste por m.c.p. de un modelo paramétrico de 

semivariograma a un estimador piloto y los métodos basados en máxima 

verosimilitud: estimación por máxima verosimilitud (MV) y máxima 

verosimilitud restringida (MVR). Adicionalmente, se estudió el comportamiento 

en la estimación m.c.p. de los estimadores empírico y lineal local mostrados en 

el capítulo anterior. 

En el estudio se consideraron dos tamaños muestrales: 100n =  y 

250n = , y dos modelos paramétricos como semivariogramas teóricos: el modelo 

SVCH2 (ec. (6.7)) de Cressie y Huang (1999) con parámetros 0 0.5c = , 1a = , 

1b =  y 2 1.5σ = , y el modelo exponencial separable SVEXPS (ec. (6.6)) con 

0 0.5c = , 0.5a = , 1b =  y 2 1.5σ = . Para cada tamaño muestral y para cada 

semivariograma teórico se generaron 1000 muestras en posiciones aleatorias en el 

dominio [ ] [ ]0,2 0,2D = × ⊂ ×  (dimensión espacial 1d = ). En cada 

simulación, considerando una distribución uniforme en el dominio D, se generó 

un conjunto de posiciones espacio-temporales de tamaño n; en este conjunto de 

posiciones y en tres posiciones de predicción (ver figura 9.1) se generaron valores 

de un proceso normal estacionario (empleando el correspondiente 

semivariograma teórico). A partir de estas observaciones se obtuvieron 

estimaciones piloto del semivariograma utilizando el estimador empírico (7.1) y 

el estimador lineal local (7.6). 
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Figura 9.1: Posiciones de predicción y una generación de las 

posiciones aleatorias de las observaciones ( 100n = ). 

 

Empleando el estimador empírico del semivariograma se calcularon 

estimaciones piloto en saltos { }( , ) : ,  ,  1 ,k l k lr u r k u l k l L= ∆ ⋅ = ∆ ⋅ ≤ ≤  con 

2/L∆ = , 17L =  en el caso de muestras de tamaño 100 y 29L =  en el caso 

de muestras de tamaño 250 (estos valores se seleccionaron de forma que el 

número de aportaciones para la estimación en el primer salto 1 1( , )r u  fuese por lo 

menos de 30 en la mayoría de los casos). Con el estimador lineal local se 

obtuvieron estimaciones piloto, empleando binning lineal, en conjuntos de saltos 

de la forma { }( , ) : ,  ,  0 , ,  ( , ) (0, 0)k l k lr u r k u l k l L k l= ∆ ⋅ = ∆ ⋅ ≤ ≤ ≠  con 

2/( 1)L∆ = − , 35L =  en el caso de 100n =  y 39L =  para 250n =  (estos 

valores fueron seleccionados siguiendo el criterio propuesto por Wand, 1994). A 

los conjuntos de estimaciones piloto obtenidos se ajustaron, empleando el 

criterio m.c.p, los dos modelos paramétricos anteriores y los siguientes modelos 

de Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(1,1) modelo anisotrópico en dos 

componentes (6.14) con 1 2 1d d= = , SVSBE(∞,1) modelo (6.14) con 1d = ∞  y 

2 1d = , y SVSBE(∞,∞) modelo (6.14) con 1d = ∞  y 2d = ∞ . Para el ajuste 

de los modelos SVSBE se siguió un procedimiento análogo al descrito en el 

capítulo anterior (los valores de I y J en (6.14) se fijaron igual al 

correspondiente número de saltos utilizados en el ajuste menos uno, y los puntos 

de discretización se tomaron siguiendo el segundo de los criterios descritos en la 
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sección 6.2.3 para disminuir el tiempo de computación). En el ajuste de los 

modelos paramétricos se utilizó el algoritmo iterativo descrito al final de la 

sección 4.3.1 (combinando regresión lineal m.c.p. con un algoritmo Levenberg-

Marquardt modificado con restricciones en los parámetros). 

Adicionalmente a la estimación m.c.p., se obtuvieron estimaciones por 

MV y MVR de los parámetros de los modelos SVCH2 y SVEXPS (por las 

razones dadas al final de la sección 6.2.2, no se utilizó la estimación máximo 

verosímil con los modelos SVSBE). Para evitar el problema de la posible 

multimodalidad de la superficie de verosimilitud (ver p.e. Mardia y Watkins, 

1989) se siguió el procedimiento descrito al final de la sección 4.3.2 (empleando 

un algoritmo micro-genético de optimización) para resolver el problema de 

minimización multidimensional no lineal. 

Finalmente, empleando las estimaciones definitivas del semivariograma, 

se obtuvieron predicciones de validación cruzada en las posiciones de 

observación y en las tres posiciones de predicción utilizando el método del 

kriging ordinario descrito en la sección 3.2. Estas predicciones se calcularon de 

forma local, empleando un radio máximo de búsqueda de 0.8 en el caso de 

100n =  y de 0.6 en el caso de 250n = ; y de forma que el número de 

observaciones en el vecindario estuviera comprendido entre 10 y 30 (para 

acelerar los cálculos se empleo la técnica de búsqueda por súper-bloques descrita 

en la sección 3.4.3 y el método mostrado en la sección 4.4 para la obtención de 

las predicciones de validación cruzada). 

Un resumen de los resultados obtenidos en este estudio se muestra a 

continuación. 

 

9.1 ESTIMACIONES PILOTO DEL SEMIVARIOGRAMA  

Para comparar los dos estimadores piloto considerados, además de 

calcular valores MCP utilizando el semivariograma teórico en lugar de un 

modelo ajustado: 

 
2

*

( , ) ( , )

(̂ , )MCP ( , ) 1 ( , )
( , )

k l
k l k l

k lk l M k l M

r uN r u N r u
r u

γ
γ∈ ∈

 = −   ∑ ∑ ,  
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se calculó el promedio del error cuadrático de la estimación del semivariograma: 

 ( )2
( , )

1 ˆPEC ( , ) ( , )k l k l
k l M

r u r u
M

γ γ
∈

= −∑ ,  

siendo (̂, )γ ⋅ ⋅  la estimación piloto, (, )γ ⋅ ⋅  el semivariograma teórico y M el 

conjunto de índices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste (nótese 

que es de esperar que en la primera medida tengan mayor peso los errores en 

saltos próximos al origen, mientras que en la segunda tendrán mayor peso los 

errores en saltos mayores). 

 

Semivar. y tamaño muestral  MCP*   PEC  

Teórico n Estimador Media Mediana Des.Std. Media Mediana Des.Std.

 Empírico .119 .078 .221 .129 .077 .304 

100 Lin. loc. (VCE) .088 .051 .200 .090 .047 .244 

 Lin. loc. (VCK) .086 .049 .201 .088 .046 .244 

 Empírico .054 .034 .087 .043 .025 .081 

250 Lin. loc. (VCE) .038 .020 .081 .029 .015 .069 

SVCH2 

 Lin. loc. (VCK) .038 .019 .085 .029 .014 .071 

 Empírico .115 .083 .137 .315 .210 .448 

100 Lin. loc. (VCE) .085 .056 .125 .217 .132 .374 

 Lin. loc. (VCK) .080 .051 .121 .205 .121 .352 

 Empírico .060 .041 .060 .135 .087 .150 

250 Lin. loc. (VCE) .043 .025 .055 .093 .054 .126 

SVEXPS 

 Lin. loc. (VCK) .042 .025 .054 .090 .051 .123 

Tabla 9.1: Comparación de las estimaciones piloto obtenidas con el estimador 

empírico y lineal local con los dos criterios para la selección de la ventana 

descritos al final de la sección 7.2 (utilizando el semivariograma teórico para el 

cálculo de los valores MCP). 

 

Un resumen de los valores obtenidos se muestra en la tabla 9.1; donde 

podemos observar que el estimador lineal local proporciona mejores resultados 

en todos los casos. Además, no se observan grandes diferencias entre los dos 

criterios de selección de la ventana (sobre todo para 250n = ); por tanto, a la 

vista de estos resultados, el criterio VCE sería aparentemente el preferible en la 
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práctica cuando el número de observaciones es suficientemente grande, ya que 

requiere de mucho menos tiempo de computación. 

Además de las medidas anteriores, se calculó también el error cuadrático 

medio en los saltos ( , )k lr u : 

 ( )
1000

2

1

1 ˆECM( , ) ( , ) ( , )
1000k l i k l k l

i
r u r u r uγ γ

=
= −∑ ,  

denotando por ˆ (, )iγ ⋅ ⋅  las estimaciones piloto obtenidas en la i-ésima simulación. 

 

 

Empírico Lineal local (VCE) 

 
Lineal local (VCK)  

 

Figura 9.2: Superficies del error cuadrático medio de las estimaciones 

piloto del semivariograma, para 250n =  y utilizando el modelo 

SVCH2 como semivariograma teórico. 
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Por ejemplo, las superficies de ECM( , )k lr u  correspondientes a los modelos 

teóricos SVCH2 y SVEXPS para el caso de 250n =  se muestran en las figuras 

9.2 y 9.3 respectivamente. Se observa también en todos los casos que con el 

estimador lineal local se obtienen mejores resultados, especialmente en torno al 

origen (lo cual es importante si el objetivo final es la predicción; ver sección 

3.4.2). 

 

 

Empírico Lineal local (VCE) 

 
Lineal local (VCK)  

 

Figura 9.3: Superficies del error cuadrático medio de las estimaciones 

piloto del semivariograma, para 250n =  y utilizando el modelo 

SVEXPS como semivariograma teórico. 
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9.2 MODELOS AJUSTADOS 

Para comparar el ajuste con los distintos modelos, además de los valores 

MCP obtenidos con los criterios m.c.p: 

 
2

( , ) ( , )

(̂ , )MCP ( , ) 1 ( , )
( , )

k l
k l k l

k lk l M k l M

r uN r u N r u
r u

γ
γ∈ ∈

 = −   ∑ ∑ ,  

se calculó también el error cuadrático relativo medio para medir el ajuste al 

variograma teórico: 

  
2

( , )

1 ( , )ECRM 1
( , )

k l

k lk l M

r u
M r u

γ
γ∈

 = −   ∑ ,  

donde (̂, )γ ⋅ ⋅  es el correspondiente estimador piloto del semivariograma, (, )γ ⋅ ⋅  el 

semivariograma ajustado, (, )γ ⋅ ⋅  el semivariograma teórico y M el conjunto de 

índices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste. 

Como ejemplo de los resultados obtenidos, en las tablas 9.2 y 9.3 se 

muestran resúmenes de las medidas calculadas utilizando los modelos SVCH2 y 

SVEXPS como semivariogramas teóricos para el caso de 250n =  (en los otros 

casos se observó un comportamiento similar de los distintos modelos). Si 

comparamos el ajuste al estimador piloto (valores MCP), como cabía esperar, 

los modelos de Shapiro-Botha son siempre los que obtienen mejores resultados 

(y al igual que en ejemplos anteriores, los modelos más específicos son los que se 

ajustan mejor al semivariograma piloto). También observamos pocas diferencias 

entre los dos criterios de selección de la ventana. 

Si comparamos los valores ECRM, como regla general observamos que el 

modelo SVSBE(1,1) es el que presenta un peor comportamiento, mejorando 

considerablemente cuando se utiliza el estimador lineal local; obteniéndose 

resultados bastante parecidos con los demás modelos. En general se observó que 

con el modelo SVSBE(1,1) no se obtienen buenas estimaciones del 

semivariograma en los saltos pequeños especialmente al utilizar el 

semivariograma empírico (después de realizar algunas pruebas, parece ser que la 

opción escogida para seleccionar los puntos de discretización produce que los 

modelos SVSBE tengan menor flexibilidad en torno al origen en comparación 

con los ajustes obtenidos utilizando la primera de las opciones descritas en la 
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sección 6.2.3). Respecto a los demás resultados obtenidos, en general se observó 

que los métodos de estimación basados en máxima verosimilitud obtenían los 

mejores resultados cuando el modelo paramétrico estaba especificado 

correctamente, aunque empeorando considerablemente cuando el modelo no está 

correctamente especificado. También se observó que en la mayoría de los casos 

la estimación por MVR mejoraba los resultados obtenidos con la estimación MV 

(y en ocasiones de forma significativa). 

 

 

Estimación  MCP   ECRM  
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Mediana Des.Std.

SVSBE(1,1) .013 .013 .003 .041 .022 .088 

SVSBE(∞,1) .016 .016 .003 .039 .020 .090 

SVSBE(∞,∞) .018 .017 .003 .038 .018 .090 

SVCH2 .019 .018 .006 .038 .017 .090 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .021 .020 .007 .037 .018 .077 

SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .037 .019 .082 

SVSBE(∞,1) .002 .002 .001 .036 .018 .083 

SVSBE(∞,∞) .003 .003 .001 .036 .018 .083 

SVCH2 .005 .003 .014 .034 .017 .078 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .006 .005 .006 .034 .018 .069 

SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .037 .019 .085 

SVSBE(∞,1) .002 .002 .001 .036 .018 .086 

SVSBE(∞,∞) .002 .002 .001 .036 .018 .086 

SVCH2 .004 .003 .011 .035 .017 .084 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .006 .004 .006 .034 .018 .070 

SVCH2    .032 .021 .032 
MV 

SVEXPS    .041 .032 .031 

SVCH2    .028 .018 .029 
MVR 

SVEXPS    .038 .029 .030 

Tabla 9.2: Medidas del ajuste al estimador piloto y al semivariograma 

teórico correspondientes a muestras de tamaño 250n =  generadas 

utilizando el modelo SVCH2 como semivariograma teórico. 
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Estimación  MCP   ECRM  
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Mediana Des.Std.

SVSBE(1,1) .013 .012 .003 .047 .028 .059 

SVSBE(∞,1) .017 .016 .004 .044 .025 .060 

SVSBE(∞,∞) .020 .019 .005 .043 .023 .060 

SVCH2 .022 .021 .007 .043 .023 .062 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .022 .021 .006 .041 .022 .059 

SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .042 .024 .055 

SVSBE(∞,1) .002 .002 .001 .041 .023 .056 

SVSBE(∞,∞) .003 .003 .002 .041 .023 .056 

SVCH2 .007 .006 .007 .041 .023 .055 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .006 .006 .004 .038 .022 .050 

SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .041 .024 .054 

SVSBE(∞,1) .002 .001 .001 .041 .023 .055 

SVSBE(∞,∞) .003 .002 .002 .040 .023 .055 

SVCH2 .006 .005 .005 .040 .023 .053 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .005 .005 .006 .037 .022 .050 

SVCH2    .039 .031 .030 
MV 

SVEXPS    .025 .013 .030 

SVCH2    .037 .028 .030 
MVR 

SVEXPS    .021 .010 .028 

Tabla 9.3: Medidas del ajuste al estimador piloto y al semivariograma 

teórico correspondientes a muestras de tamaño 250n =  generadas utilizando el 

modelo SVEXP como semivariograma teórico. 

 

Como ejemplo adicional en la figura 9.4 se comparan las estimaciones del 

efecto nugget obtenidas con los diferentes métodos de estimación para el caso de 

muestras de tamaño 250 (aunque considerando únicamente el criterio VCE para 

la selección de la ventana en la estimación lineal local). En los métodos m.c.p se 

observa que al utilizar el estimador lineal local se obtienen estimaciones casi 

siempre las más cercanas al verdadero valor, especialmente al utilizar el modelo 

SVSBE(1,1) más flexible (algo esperado teniendo en cuenta los resultados 

mostrados en la sección anterior). En general se observó que los modelos SVSBE  
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Figura 9.4: Estimaciones del efecto nugget utilizando los modelos 

SVCH2 (a) y SVEXPS (b) como semivariogramas teóricos para el 

caso de 250n = . 
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más flexibles obtienen estimaciones del efecto nugget menores que los más 

generales1. En cuanto a los métodos basados en máxima verosimilitud, se 

observó también que en general obtenían los mejores resultados cuando se 

empleaba el modelo teórico en la estimación; empeorando igualmente cuando el 

modelo no estaba correctamente especificado. 

Para evaluar si los modelos de variograma ajustados representaban 

adecuadamente la dependencia espacio-temporal de los datos se decidió emplear 

la técnica tradicional de validación cruzada descrita en la sección 4.4. Además 

del error cuadrático medio de validación cruzada: 

 ( )2
1

1 ˆECMVC ( , ) ( , )
n

i i i i i
i

Z t Z t
n −
=

= −∑ s s ,  

donde ˆ ( , )i i iZ t− s  es el predictor kriging de ( , )i iZ ts  calculado a partir del resto de 

observaciones, se calculó también la cobertura (COVC) de los correspondientes 

intervalos de predicción al 95% (suponiendo normalidad). 

En las tablas 9.4 y 9.5 se muestran resúmenes de las medidas calculadas, 

para el caso de 250n = , utilizando los modelos teóricos SVCH2 y SVEXPS 

respectivamente. Aquí observamos también que al utilizar el estimador lineal 

local en la estimación m.c.p. se obtienen menores valores del ECMVC; sobre 

todo en el caso del modelo SVSBE(1,1) que es el peor con el estimador empírico 

y el mejor con el estimador lineal local. Además, podemos observar que con el 

criterio VCK para la selección de la ventana en la estimación lineal local, se 

obtienen resultados ligeramente mejores que con el criterio VCE, especialmente 

en el caso de los modelos más flexibles. Si comparamos las coberturas de los 

intervalos de predicción (COVC) podemos ver que en estos casos son todos 

bastante buenos, exceptuando el método m.c.p con el modelo SVSBE(1,1) y el 

estimador empírico. En general se observó también que cuando al utilizar el 

método de m.c.p. con el estimador lineal local se obtenían mejores valores de 

CVCOV en todos los casos. 

                                      
1 Esto aparentemente es también debido al empleo del criterio de selección de los nodos 

basado en los ceros de las funciones de Bessel. Por ejemplo, en la figura 7.1 se 

mostraban estimaciones del efecto nugget utilizando el primer criterio descrito en la 

sección 6.2.3, mostrando en aquel caso un mejor comportamiento de los modelos 

SVSBE en la estimación del efecto nugget al emplear el estimador empírico. 
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Respecto a los métodos de máxima verosimilitud, se obtuvieron también 

en general buenos resultados cuando el modelo estaba especificado 

correctamente (aunque inferiores en muchos casos a los obtenidos utilizando el 

método m.c.p. con el estimador lineal local); empeorando considerablemente 

cuando se empleaba un modelo distinto al semivariograma teórico. 

 

 

Estimación ECMVC COVC 
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Des.Std. 

SVSBE(1,1) .610 .607 .062 .927 .017 

SVSBE(∞,1) .588 .585 .054 .946 .012 

SVSBE(∞,∞) .592 .588 .055 .949 .010 

SVCH2 .639 .590 1.461 .947 .020 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .605 .602 .057 .944 .016 

SVSBE(1,1) .583 .579 .055 .947 .011 

SVSBE(∞,1) .585 .580 .054 .949 .011 

SVSBE(∞,∞) .589 .585 .054 .950 .010 

SVCH2 .591 .589 .055 .951 .012 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .603 .601 .056 .946 .013 

SVSBE(1,1) .580 .577 .054 .948 .011 

SVSBE(∞,1) .584 .580 .054 .949 .011 

SVSBE(∞,∞) .589 .585 .054 .950 .010 

SVCH2 .591 .588 .055 .951 .012 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .603 .599 .056 .946 .013 

SVCH2 .587 .583 .053 .951 .009 
MV 

SVEXPS .593 .591 .054 .952 .009 

SVCH2 .586 .584 .053 .951 .009 
MVR 

SVEXPS .593 .591 .054 .952 .009 

Tabla 9.4: Medidas de validación cruzada correspondientes a 

muestras de tamaño 250n =  generadas utilizando el modelo SVCH2 

como semivariograma teórico. 
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Estimación ECMVC COVC 
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Des.Std. 

SVSBE(1,1) .835 .831 .088 .922 .021 

SVSBE(∞,1) .802 .799 .077 .945 .013 

SVSBE(∞,∞) .824 .820 .080 .952 .011 

SVCH2 .831 .827 .085 .948 .017 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .809 .801 .084 .949 .018 

SVSBE(1,1) .785 .781 .077 .948 .012 

SVSBE(∞,1) .791 .788 .075 .950 .011 

SVSBE(∞,∞) .806 .800 .076 .951 .011 

SVCH2 .835 .829 .087 .955 .012 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .805 .798 .079 .954 .013 

SVSBE(1,1) .778 .775 .075 .949 .011 

SVSBE(∞,1) .789 .786 .075 .950 .011 

SVSBE(∞,∞) .805 .800 .076 .951 .011 

SVCH2 .834 .830 .082 .955 .012 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .805 .799 .080 .954 .013 

SVCH2 .832 .828 .082 .960 .010 
MV 

SVEXPS .783 .778 .073 .951 .010 

SVCH2 .831 .827 .082 .960 .010 
MVR 

SVEXPS .783 .779 .073 .951 .010 

Tabla 9.5: Medidas de validación cruzada correspondientes a 

muestras de tamaño 250n =  generadas utilizando el modelo 

SVEXPS como semivariograma teórico. 

 

9.3 PREDICCIONES  

Para comparar las predicciones obtenidas utilizando los diferentes 

métodos, para cada posición de predicción 0 0( , )ts  se calcularon los errores 

cuadráticos de predicción: 

 2
0 0 0 0ˆECP ( ( , ) - ( , ))Z t Z t= s s , 

y las coberturas (COP) de los intervalos de predicción al 95% suponiendo 
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normalidad. En las tablas 9.6 y 9.7 se muestran un resumen2 de los valores 

obtenidos para el caso de 250n = .  

 

Estimación ECP COP 
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Des.Std. 

SVSBE(1,1) .698 .309 .974 .916 .278 

SVSBE(∞,1) .650 .304 .916 .945 .229 

SVSBE(∞,∞) .647 .313 .911 .952 .214 

SVCH2 .645 .299 .908 .949 .221 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .653 .305 .920 .950 .218 

SVSBE(1,1) .651 .304 .906 .947 .225 

SVSBE(∞,1) .643 .305 .907 .948 .223 

SVSBE(∞,∞) .644 .305 .908 .954 .210 

SVCH2 .640 .303 .901 .955 .207 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .653 .303 .919 .950 .217 

SVSBE(1,1) .649 .304 .907 .946 .226 

SVSBE(∞,1) .643 .304 .907 .948 .222 

SVSBE(∞,∞) .644 .305 .907 .954 .210 

SVCH2 .640 .303 .902 .956 .204 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .653 .308 .917 .950 .217 

SVCH2 .632 .302 .888 .953 .211 
MV 

SVEXPS .647 .307 .916 .955 .207 

SVCH2 .631 .303 .885 .955 .208 
MVR 

SVEXPS .646 .307 .915 .956 .205 

Tabla 9.6: Medidas de eficiencia de las predicciones3 correspondientes 

a muestras de tamaño 250n =  y al semivariograma teórico SVCH2.  

 

                                      
2 Hay que tener en cuenta que, al considerar de forma conjunta los valores de las tres 

posiciones de predicción, los valores del ECP correspondientes a la posición 3 tienen un 

efecto dominante sobre la media global. 
3 En el cálculo de estas medidas se eliminó un valor atípico correspondiente al modelo 

SVCH2 con el estimador empírico. 
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Estimación ECP COP 
Método Modelo Media Mediana Des.Std. Media Des.Std. 

SVSBE(1,1) .994 .436 1.432 .914 .280 

SVSBE(∞,1) .932 .428 1.362 .942 .234 

SVSBE(∞,∞) .940 .441 1.354 .950 .219 

SVCH2 .928 .419 1.330 .947 .225 

MCP 

Empírico 

SVEXPS .914 .424 1.314 .952 .214 

SVSBE(1,1) .927 .436 1.334 .939 .240 

SVSBE(∞,1) .923 .419 1.343 .943 .231 

SVSBE(∞,∞) .920 .421 1.330 .946 .227 

SVCH2 .927 .418 1.317 .954 .210 

MCP Lin. 

loc. 

(VCE) 

SVEXPS .912 .430 1.314 .956 .204 

SVSBE(1,1) .924 .425 1.337 .940 .237 

SVSBE(∞,1) .921 .419 1.344 .946 .227 

SVSBE(∞,∞) .920 .419 1.332 .947 .224 

SVCH2 .930 .422 1.324 .953 .212 

MCP Lin. 

loc. 

(VCK) 

SVEXPS .909 .423 1.301 .957 .203 

SVCH2 .927 .418 1.319 .957 .203 
MV 

SVEXPS .889 .411 1.277 .950 .217 

SVCH2 .926 .419 1.317 .957 .204 
MVR 

SVEXPS .888 .406 1.275 .953 .212 

Tabla 9.7: Medidas de eficiencia de las predicciones correspondientes a 

muestras de tamaño 250n =  y al semivariograma teórico SVEXPS. 

 

 

Respecto al error cuadrático de predicción vemos también que en la 

estimación m.c.p. se obtienen casi siempre mejores valores con el estimador 

lineal local que con el estimador empírico (principalmente en el caso del modelo 

SVSBE(1,1)). Entre los modelos SVSBE el que aparentemente obtiene mejores 

resultados en estos casos4 es el modelo SVSBE(∞,1). Como regla general, los 

                                      
4 Aunque en el caso de muestras de tamaño 100, el que aparentemente obtuvo mejores 

resultados fue el modelo SVSBE(∞,∞). 
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mejores resultados se obtuvieron con la estimación basada en máxima 

verosimilitud cuando el modelo estaba especificado correctamente (y siendo 

superior el método de MVR sobre el de MV en la mayoría de los casos), 

empeorando también cuando el modelo paramétrico escogido no coincide con el 

teórico. 

Respecto a las coberturas de los intervalos de predicción, se observaron 

unos valores bastante bajos (al igual que en los resultados de validación 

cruzada) al utilizar el modelo SVSBE(1,1) con el estimador empírico, mejorando 

también de forma considerable con el estimador lineal local. Con los demás 

métodos de estimación se obtuvieron unos resultados bastante similares. 
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Figura 9.5: Valores medios de ECP y COP en las posiciones de 

predicción obtenidos con los métodos m.c.p (la línea horizontal 

representa el valor teórico 0.95). 
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Finalmente se estudió también la posible existencia de diferentes 

comportamientos de los modelos ajustados dependiendo de la situación (interior 

o exterior) de la posición de predicción. Por ejemplo, en la figura 9.5 se muestra 

un resumen de los valores obtenidos con los diferentes métodos m.c.p. para el 

caso de 250n =  (y utilizando el criterio CVE para la selección de la ventana en 

la estimación lineal local). Aunque no se apreciaron grandes diferencias en los 

valores ECP obtenidos con los modelos SVSBE, en general se observó que en los 

puntos interiores (posiciones 1 y 2) el modelo SVSBE(∞,1) es el que presentaba 

un mejor comportamiento, mientras que en el exterior de las observaciones 

(posición 3) el modelo SVSBE(∞,∞) resultó ser el aparentemente preferible. En 

la mayoría de los casos se observó también que con el estimador lineal local se 

obtenían mejores resultados. Respecto a las coberturas de los intervalos de 

predicción, destacan también los valores bajos al utilizar el estimador empírico 

con el modelo SVSBE(1,1), especialmente en la posición 2 (mejorando de forma 

muy significativa al considerar el estimador lineal local). 

 

9.4 CONCLUSIONES  

Teniendo en cuenta las observaciones y resultados anteriores podemos 

realizar las siguientes afirmaciones: 

•  La combinación de los modelos de Shapiro-Botha extendidos con el 

estimador lineal local del semivariograma puede ser un buen método para 

resolver el problema del modelado de la dependencia espacio-temporal de 

un conjunto de datos. 

•  Esta aproximación puede llevarse a cabo fácilmente en la práctica, 

utilizando en la estimación piloto del semivariograma herramientas ya 

disponibles para la estimación no paramétrica de superficies y realizando el 

posterior ajuste de los modelos SVSBE mediante programación cuadrática 

(lo que evita los problemas relacionados con la minimización no lineal 

multidimensional que pueden aparecer al utilizar otros métodos). 

•  Las comparaciones realizadas en el estudio de la simulación nos muestran 

que los resultados obtenidos utilizando la aproximación propuesta son 

similares (y en ocasiones mejores) a los obtenidos utilizando metodologías 
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paramétricas tradicionales. Aunque otros métodos, como por ejemplo los 

basados en máxima verosimilitud, pueden producir mejores resultados 

cuando la distribución de los datos es normal y el modelo paramétrico está 

especificado correctamente, al utilizar estos métodos en la práctica es 

importante asegurarse de que las suposiciones paramétricas son adecuadas. 

Sin embargo, con la aproximación propuesta se evitan problemas de este 

tipo.  

•  En el estudio de simulación se observa también que, en la estimación piloto 

del semivariograma, el estimador lineal local proporciona resultados 

claramente mejores a los obtenidos con el estimador empírico. Además, 

como no se observaron grandes diferencias entre los dos criterios para la 

selección de la ventana, se podría recomendar en principio el uso del 

método CVE cuando el número de observaciones es grande (ya que 

requiere de mucho menos tiempo de computación). La selección de la 

ventana sin embargo es todavía un tema abierto; por ejemplo, el empleo de 

ventanas locales puede mejorar de forma significativa la eficiencia de las 

estimaciones piloto obtenidas. Sería importante realizar un estudio sobre 

este estimador similar al efectuado por García-Soidán et al. (2003b) para el 

caso espacial isotrópico; además de ser de utilidad para la determinación de 

mejores criterios para la selección de la ventana, podría permitir el ajuste 

de un modelo válido mediante m.c.g. (algo que seguramente también 

mejoraría los resultados obtenidos con los modelos SVSBE). 

•  En el ajuste de los modelos SVSBE, la selección de los puntos de 

discretización a partir de los ceros de funciones de Bessel puede ser una 

buena opción en la práctica cuando el número de estimaciones piloto es 

grande; siendo en este caso especialmente recomendable el empleo del 

estimador lineal local del semivariograma (también puede ser conveniente 

utilizar modelos no muy flexibles). Cuando se considera un modelo muy 

flexible (p.e. el modelo SVSBE(1,1) o SVSBE(2,1)), se suelen obtener 

buenos ajustes en torno al origen empleando el primer criterio mostrado en 

la sección 6.2.3 (puntos regularmente espaciados), siempre que el tiempo de 

computación no sea prohibitivo (el número de nodos debería ser pequeño). 

Todavía es necesaria una mayor investigación sobre este tema que permita 
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disponer de criterios suficientemente rápidos para la selección “óptima” de 

los puntos de discretización (incluyendo valores para I  y J ). 

•  Finalmente, esta aproximación puede extenderse fácilmente para el caso de 

tres (o más) componentes anisotrópicos; por ejemplo, para el caso espacio-

temporal con anisotropía en las coordenadas espaciales. También se 

podrían utilizar de forma análoga los modelos completamente anisotrópicos 

mostrados en la sección 4.5.4; aunque todavía es un problema abierto el 

encontrar modelos flexibles más simples que permitan modelar asimetrías 

espacio-temporales (ver sección 6.2). 
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