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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Es bien sabido que al utilizar en la préictica métodos estadisticos no
siempre es adecuado suponer que las observaciones del fenémeno de interés han
sido tomadas bajo condiciones idénticas e independientes unas de otras (i.e. que
los datos son independientes e idénticamente distribuidos). Esta falta de
homogeneidad en los datos suele ser modelada a través de la suposicién de
media no constante (por ejemplo suponiendo que ésta es una combinacién lineal
de ciertas variables explicativas) pero con la consideracién de que los errores son
independientes e idénticamente distribuidos. Sin embargo, como se muestra mas
adelante en la seccién 1.4, esta suposicion puede influir crucialmente en la
inferencia; pudiendo ser en ocasiones preferible la suposicién mds realista de
errores correlados.

Frecuentemente los datos tienen una componente espacial y/o temporal
asociada a ellos (ver seccién 1.1) y es de esperar que datos cercanos en el espacio
o en el tiempo sean mdas semejantes que aquellos que estdn méds alejados; en
cuyo caso no deben ser modelados como estadisticamente independientes, siendo
mds conveniente emplear modelos que exploten adecuadamente dicha
componente espacial o espacio-temporal. De forma natural surge la hipétesis de
que los datos cercanos en el espacio o en el tiempo estdn correlados y que la
correlacién disminuye al aumentar la separacién entre ellos, por lo que se puede
pensar en la presencia de una dependencia espacial o espacio-temporal.

En general, cuando se considera que la componente espacial o espacio-
temporal puede ser importante en el modelado y el andlisis de la informacién es
necesaria una aproximacion estadistica distinta a la tradicionalmente usada.
Esto lleva al concepto de proceso espacial o espacio-temporal (seccién 1.2) y a la
investigaciéon de sus propiedades. La geoestadistica (seccién 1.3) es una de las

ramas de la estadistica que se centra en el estudio de este tipo de procesos.



1.1 APLICACIONES DE LA METODOLOGIA ESPACIAL Y ESPACIO-

TEMPORAL

La metodologia espacial y espacio-temporal ha sido utilizada de forma
creciente (especialmente durante los tltimos 25 o 30 afos) para solventar
problemas en muchos campos. Son muchas las disciplinas en las que interesa
estudiar algin tipo de propiedad que tiene cierta caracteristica espacial o
espacio-temporal. En estas disciplinas la metodologia espacial puede ser de
ayuda en alguna o en muchas etapas del estudio, desde el diseno inicial del
muestreo hasta la representacion final de los resultados obtenidos (p.e. para la
generacién de mapas o animaciones). Algunos de los campos en los que se trabaja
con datos espaciales o espacio-temporales por naturaleza son los relacionados con
la geologfa, hidrologfa, ecologifa, ciencias medioambientales, meteorologia,
epidemiologia, recursos mineros, geografia, astronomia, proceso de imédgenes,
experimentos agricolas, etc.

Por ejemplo, algunos trabajos recientes en los que se ha aplicado la
metodologia espacial a distintos campos (principalmente métodos geoestadisticos
espacio-temporales) son los siguientes:

* Ciencias medioambientales: Hgst et al. (1995), Angulo et al. (1998), Fuentes y
Smith (2001) (concentracién de SO,); Niu (1996), Carrol et al. (1997) (ozono);
Kolenikov et al. (2002) (particulas en suspensién); Haas (1990, 1995) (lluvia
acida); De Taco et al. (2002b) (indices generales de contaminacién atmosférica).

*  Meteorologia: Sampson y Guttorp (1992) (radiacién solar); Handcock y Wallis
(1994) (cambio climético); Chao (1998) (pluviosidad); Cressie y Huang (1999),
Wikle y Cressie (1999) (velocidad de viento); Bengtsson y Nychka (2001)
(prediccion del clima).

* Ecologia: Fernandes y Rivoirard (1998) (distribucién espacial de especies
marinas); Mateu y Ribeiro (1998) (andlisis espacial de especies forestales); Zhu
et al. (2002) (indices de foliacién de érboles).

* Hidrogeologia: Rouhani y Hall (1989), Rouhani y Myers (1990), Samper y
Carrera (1990) (hidrologia subterranea); Miiller (2003) (disenio de redes).

* Epidemiologia: Cressie et al. (2000), Benes y Bodldk (2003) (tasas
epidemioldgicas); Mugglin et al. (2002) (dindmica de epidemias).

* Otros campos: edafologia: Egbert y Lettenmaier (1986); economia: Gelfand et
al. (2001), Albert et al. (2002); andlisis de imdgenes: Stoica et al. (2002);
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desarrollo de medicamentos: Wang et al. (2003); control de operaciones

militares: Irwin et al. (2002).

1.2 PROCESOS ESPACIALES Y ESPACIO-TEMPORALES

Sea s € RY una posicién genérica en el espacio euclideo d-dimensional y
supongamos que el valor potencial Z(s) en la posicién espacial s es una cantidad
aleatoria. Entonces, si s varfa dentro del conjunto tndice D C R? se obtiene el

proceso aleatorio multivariante:
{Z(s):se D} (1.1)

que denominaremos proceso espacial (también se suele denominar en la
literatura funcién aleatoria, campo espacial aleatorio o variable regionalizada).
Una realizacién del proceso espacial (1.1) se denotara por {z(s):s € D}.

En algunos casos, utilizando una notacién m&s formal y enfatizando la
aleatoriedad del proceso, (1.1) se suele escribir como {Z(s,w):s € D, w € Q},
siendo (€2, 4, P) un espacio de probabilidad, asi la realizacién {z(s):s € D} se
corresponderfa con un valor particular w, € 2.

Si {Zj(s) g =1....k s € D} son k procesos espaciales univariantes (y
que se suponen en principio interdependientes), el vector Z(s) = (Z,(s),...,Z,(s))’
lo denominaremos proceso espacial multivariante (también se denomina proceso
espacial vectorial, campo vectorial espacial o vector regionalizado).

Se suele distinguir entre distintos casos dependiendo de las suposiciones
acerca del conjunto D. En este trabajo nos centraremos en el caso de datos
geoestadisticos: D es un subconjunto fijo de R? que contiene un rectangulo d-
dimensional de volumen positivo (i.e. indice espacial continuo); Z(s) es un vector
aleatorio en la posicién s € D (también se suele denominar este tipo de procesos
como procesos espaciales continuos). El caso de posiciones espaciales discretas se
considerard como resultado de la discretizacién de un proceso continuo.

La definicién (1.1) es valida también para el caso espacio-temporal, por
ejemplo podrfamos considerar posiciones de la forma s = (s,...,5 d_l,t) €
R x R*0 donde R™0 = {t e R: ¢t > 0}. Es importante destacar por tanto
que las definiciones y resultados mostrados en la primera parte de este trabajo
son aplicables también al caso espacio-temporal. Sin embargo, en muchos casos

para enfatizar el caracter temporal se utilizard una notacién de la forma:



{Z(s,t): (s,t) € Dx T}

donde DxT c R? x R™0_ para referirse a un proceso espacio-temporal. Esta
notacién serd la principalmente empleada a partir del capitulo 6 (parte II).

En algunos casos los procesos espacio-temporales son modelados también
como procesos espaciales multivariantes (e.g. Egbert y Lettenmaier, 1986;
Kyriakidis y Journel, 1999). Por ejemplo, se puede considerar una

representacion de la forma:

Z(s,t) = L(s) = (Z,(s),....Z,(s))", (1.2)
donde Z;(s) = Z(s,t;), i = 1,...,k. O también:

Z(s,t) = L(t) = (£,(t),-.. Z, (1)),

siendo Z;(t) = Z(sj,t), j = 1,...,n. Uno de los principales problemas al utilizar
estas aproximaciones es que, utilizando los modelos geoestadisticos tradicionales,
no es posible la predicciéon en todas las posiciones espacio-temporales sin algin
tipo de modelado adicional. Por ejemplo, utilizando la representacién (1.2) y los
métodos geoestadisticos de prediccién espacial multivariante, se pueden obtener
en principio superficies de predicciéon solamente en los k instantes temporales
t;, 1 =1,....,k, y no es posible la interpolacién temporal sin modelado adicional

(ver seccién 5.3.5).

1.3 GEOESTADISTICA

La geoestadistica (Matheron 1962, 1963) surgié como una mezcla de
varias disciplinas: ingenierfa de minas, geologfa, matematicas y estadistica, para
dar respuesta a problemas como, por ejemplo, el de la estimacién de los recursos
de una explotacién minera (se desarrollé principalmente a partir de los anos 80).
La diferencia (ventaja) respecto a otras aproximaciones es que, ademss de tener
en cuenta la tendencia espacial (variacién de gran escala), también tiene en
cuenta la correlacién espacial (variacion de pequena escala). Otros métodos sin
embargo, sélo incluyen la variacién de larga escala y suponen que los errores son
independientes. Hoy en dfa se puede decir que la geoestadistica es la parte de la
estadistica espacial que estudia los procesos con indice espacial continuo (las

bases tedricas de la geoestadistica se tratan en el capitulo 2).
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Uno de los problemas iniciales méds importantes de la geoestadistica fué la
prediccién de la riqueza de un bloque minero a partir de una muestra observada.
A este proceso Matheron (1963) lo denominé kriging', y también prediccién
espacial lineal ¢éptima (estos métodos de predicciéon se muestran en el capitulo 3
y en la seccién 5.3).

Al mismo tiempo que la geoestadistica se desarrollaba en la ingenieria de
minas por Matheron en Francia, la misma idea se desarrollaba en la
meteorologia por L.S. Gandin en la antigua Unién Soviética. El nombre que
Gandin le dio a esta aproximacién fue andlisis objetivo y utilizé la terminologia
de interpolacion doptima en lugar de kriging. Para mé&s detalles sobre el origen

del kriging ver p.e. Cressie (1990).

1.4 MODELOS CLASICOS Y MODELOS ESPACIALES

Uno de los modelos més utilizados en estadistica para el caso de datos no
homogéneos es el conocido modelo cldsico de regresiéon lineal. Si
{Z (s):seDC ]Rd} es un proceso espacial, podemos suponer que:

p

Z(s) = ij(s)ﬁj +6(s), seD,

j=0
donde B = (B,,...,3,) € RP*! es un vector desconocido, {xj() D j = O,...,p} un
conjunto de variables explicativas y 8(-) un proceso de media cero incorrelado
(i.e. Cov(8(u),8(v)) =0 si u = v) con Var(§(s)) = o2.
Supongamos por el momento que el objetivo es la estimacion eficiente de
la tendencia, o lo que es lo mismo la estimaciéon 6ptima de los pardmetros de la
“variacién de gran escala” 3, a partir de los datos observados en un conjunto

de posiciones espaciales {sl,...,sn } Bajo las hipétesis anteriores:

Z=XB+3d

1 . . . . . ~

D. G. Krige fue un ingeniero de minas de Sur Africa que desarrollo en los anos 50
métodos empiricos para determinar la distribucién de la riqueza de un mineral a partir
de valores observados. Sin embargo la formulacién de la prediccién espacial lineal

6ptima no procede del trabajo de Krige.



siendo Z = (Z(sl),...,Z(sn))/, X una matriz nx(p+1) con X, = :Ujfl(si) y

d = (6(51),...,6(sn))/; y el estimador lineal insesgado de 3 ma4s eficiente resulta

ser el estimador de minimos cuadrados ordinarios (m.c.o.):
Bimeo = (X'X)'X'Z, (1.3)
con Var(Boe,) = o2(X'X)7 1.
Sin embargo la suposicién de que los errores son independientes e

idénticamente distribuidos influye crucialmente en la inferencia. En el modelo

anterior, en lugar de errores incorrelados, si suponemos que:
Var(8) =X,

obtenemos el modelo lineal de regresion generalizado y en este caso el estimador

lineal 6ptimo de 3 es el estimador de minimos cuadrados generalizados (m.c.g.):
By = (X'ET7X)IX'S1Z, (1.4)

Si ¥ = o?I,, siendo I, la matriz identidad n x n, los estimadores (1.3)
y (1.4) coinciden; pero en caso contrario las estimaciones basadas en el modelo
anterior pueden llegar a ser altamente ineficientes. Puede verse fdcilmente que

en el caso general:
VGT(Bng) = (XlEilX)ila
Var (B, ) = (X'X)H(X'EX)(X'X)

resultando ademds que Var(émco)—Var(Bmcg) es una matriz semidefinida
positiva (e.g. Searle, 1971, seccién 3.3).
En muchos casos el objetivo final es la predicciéon del proceso en una

posicién espacial s:
Z(sy) = x'B + 8(s),

donde x = (xo(so),...,xp(so))/. Siguiendo la aproximacién tradicional se puede
pensar en utilizar como predictor el estimador de la tendencia. Por ejemplo,

empleando (1.4) obtendriamos:

A

Z(SO) = /l(s()) = X/Bmcg- (15)
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Sin embargo (1.5) no es el predictor lineal 6ptimo; puede verse (e.g. Goldberger,

1962; seccién® 3.3) que en este caso el mejor predictor lineal insesgado es:

Z(sy) = ¢/ZZ 4+ (x — X'S71e) By (1.6)

siendo ¢ = (C’ov(é(sl),é(so)),...,C’ov(é(sn),é(so)))/, siendo la diferencia:
Var(Z(sy)) — Var(Z(sy)) = ¢/ (7! = ZIX(X'SX) X' e

siempre positiva y en ocasiones significativamente mayor que cero
(naturalmente utilizando el estimador (1.3) disminuye atin mds la eficiencia de
las predicciones).

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos afirmar que al
explotar la dependencia presente en los datos el incremento en eficiencia puede
ser importante’. Sin embargo el principal inconveniente es que en la préctica
normalmente la matriz ¥ y el vector ¢ son desconocidos. El procedimiento
habitual, para evitar la estimacién de n + n(n +1)/2 pardmetros adicionales a
partir del conjunto de n observaciones, suele ser la eleccion de un modelo

paramétrico adecuado:
C(u,v|8) = Couv(6(u),6(v)),

i.e. suponer que 3 = 3(0) y ¢ = ¢(0). Una hipétesis natural es suponer que los
datos cercanos en el espacio o en el tiempo estdn correlados y que la correlacién
disminuye al aumentar la separacion entre ellos; por tanto es normal pensar en

errores espacialmente correlados. Por ejemplo, podemos considerar:
Clu,v|0) = azpuu—vu ,
con 02 >0 y 0 < p < 1;o0en el caso espacio-temporal:
C(s1,t,82,1|0) = Uzﬂlsl_&wﬁm :

con 0 < p; <1y 0<p, <1, ya que suele interesar distinguir entre salto espacial

y salto temporal. De esta forma, si 0 es un estimador de 0., podemos obtener por

? En esta seccién se muestra también el predictor éptimo para un caso més general.

? Por ejemplo, para un caso particular, Goldberger (1962, pp. 374-375) observé que la
mejora en la prediccién puede llegar a ser del 50%. En Cressie (1993, seccién 1.3) se
muestran también otros ejemplos del efecto de la presencia de correlacién en la

estimacion.



ejemplo una estimacién del predictor éptimo de Z(s;) sustituyendo en (1.4) 3(0)

~

por 2(6) v ¢(8) por c(6).

VENTAJAS DE LA APROXIMACION ESPACIAL (Y ESPACIO-TEMPORAL)

Algunos de los beneficios de utilizar modelos espaciales para caracterizar
y explotar la dependencia espacial de un conjunto de datos son los siguientes:

* Modelos méas generales: en la mayoria de los casos, los modelos clasicos
no espaciales son un caso particular de un modelo espacial.

¢ Estimaciones mds eficientes: de la tendencia, de los efectos de variables
explicativas, de promedios regionales,...

e Mejora de las predicciones: més eficientes, con propiedades de
extrapolacién més estables,...

e La variacién espacial no explicada en la estructura de la media debe ser
absorbida por la estructura del error, por lo que un modelo que incorpore
la dependencia espacial puede decirse que esta "protegido" frente a una
mala especificacion de este tipo. Esto en muchos casos tiene como
resultado una simplificaciéon en la especificacion de la tendencia; en
general los modelos con dependencia espacial suelen tener una descripcién
m4s parsimoniosa (en ocasiones con muchos menos pardmetros) que los

cldsicos modelos de superficie de tendencia.

1.5 ESQUEMA DE LA MONOGRAFIA

Como ya se indicé en la seccién 1.2 podemos pensar en los procesos
espacio-temporales como casos especiales de procesos espaciales. De hecho en el
caso espacio-temporal se utiliza metodologia desarrollada inicialmente en la
geoestadistica espacial, empleando en muchos casos las mismas herramientas o
introduciendo algunas modificaciones. Este es uno de los motivos por los que se
decidi6 organizar este trabajo en dos partes. La primera parte - Principios de la
Geoestadistica - consiste en una introduccién a la geoestadistica, donde se
pretende realizar una revision (superficial) de las distintas ideas y herramientas
desarrolladas para el caso general de procesos espaciales (confiando en que

también sea de utilidad para aquellas personas no familiarizadas con este tema).
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El tema central de la segunda parte - Geoestadistica espacio-temporal - es el
modelado (flexible) de la dependencia espacio-temporal.

En los capitulos del 2 al 5 se intentard dar una visién global de los
métodos geoestadisticos méds conocidos aunque se tratard con mayor detalle las
distintas propuestas relacionadas con el modelado no paramétrico de la
dependencia espacial (modelos flexibles de variogramas y covariogramas
espaciales; capitulo 4 y seccién 5.3). Hay que insistir en que las definiciones y
métodos mostrados a lo largo de estos capitulos son aplicables directamente
para el caso espacio-temporal (por ejemplo los métodos de prediccién espacial
mostrados en el capitulo 3). Aunque algunas nociones (como por ejemplo el
concepto de isotropia definido en el capitulo 2) pueden ser poco adecuadas para
este caso, debido a que los procesos espacio-temporales normalmente no
presentan el mismo comportamiento en el espacio que en el tiempo. Sin
embargo, estas ideas pueden ser adaptadas de forma natural para el caso en que
una de las coordenadas espaciales es temporal.

Los capitulos del 6 al 9 se centran en el caso espacio-temporal. En el
capitulo 6 se tiene una revisién de los modelos geoestadisticos de dependencia
espacio-temporal disponibles en la actualidad; al final de este capitulo se
proponen algunas familias de modelos flexibles de semivariogramas espacio-
temporales (presentadas inicialmente en Ferndndez-Casal et al., 2001). En el
capitulo 7 se trata el problema de la obtencién de estimaciones piloto de un
semivariograma espacio temporal, proponiéndose el empleo de un estimador no
paramétrico (el estimador lineal local considerado en Ferndndez-Casal et al.,
2003b). En el capitulo 8 se tiene un ejemplo de aplicacién a un conjunto de
datos meteorolégicos (datos de velocidad de viento). En el capitulo 9 se
muestran los resultados obtenidos en un estudio de simulacién y se realizan
algunas observaciones finales sobre la metodologia propuesta.

Para poder aplicar en la practica cualquier método geoestadistico resulta
casi imprescindible disponer de software adecuado. Por este motivo se ha
invertido mucho tiempo en el desarrollo del cédigo necesario para la
implementacién de los diferentes métodos descritos en este trabajo. Por motivos
de extensién, y de utilidad practica, se decidié incluir algunas librerfas
uinicamente en formato electrénico en el cd-rom adjunto. Es importante destacar
que actualmente muchas de estas rutinas son versiones preliminares y serdn

modificadas (también se irdn anadiendo otras nuevas); las ltimas
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actualizaciones estardn disponibles en la pédgina web http://eiosun.uvigo.es/
staff /rubenfc/rubenfc.html (o solicitdndolas en la direccién de correo electrénico
rubenfc@uvigo.es). El fichero “léame.txt” contiene informacién sobre las

diferentes herramientas y utilidades incluidas en el cd-rom.



PARTE 1

PRINCIPIOS DE LA

GEOESTADISTICA






CAPITULO 2

PROCESOS ESPACIALES ESTACIONARIOS

Por geoestadistica entendemos la parte de la estadistica que estudia los
procesos espaciales con indice espacial continuo (ver secciones 1.2 y 1.3). En la
seccibon 2.1 se definen los principales procesos de este tipo habitualmente
considerados en geoestadistica y se introducen dos funciones relacionadas con
estos procesos, el covariograma y el variograma. Algunas propiedades de estas
funciones, que podriamos decir que son las herramientas fundamentales de la

geoestadistica, se muestran en la seccién 2.2.

2.1 INTRODUCCION

Supongamos que {z(s) : s € D} es una realizacién del proceso espacial:
{Z(s):se D} (2.1)

con D C RY fijo y volumen d-dimensional positivo. El proceso aleatorio (2.1)

usualmente se caracteriza a través de las distribuciones finito-dimensionales:
Fsos,,(Z10ey2m) = P{Z(s1) < 21,00, 2(8y,) < 2y } (2.2)

que deben verificar las condiciones habituales de simetria y consistencia:

* Simetria:
Fsilwvsim(zil""’ij) = Fsl,...,sm(Zb“':Zm)v

donde 7,...,7, es una permutacién de los indices 1,..., m.

e (Consistencia:

Fsl,...,Sm,S"Hl,...,Sm+k(zla"':Zmaooa'“aoo) = Fsl,...,sm(zp“':zm) .
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Ademds se suele suponer la existencia de las funciones de densidad

correspondientes a (2.2):

f

8m
S17.-.7sm<21"“7zm) = WF51,~-~,Sm(Z17“'=Zm)'

Zl oo m
Por ejemplo, un proceso espacial independiente (también denominado de

memoria cero o ruido blanco) estd completamente caracterizado por las

funciones de densidad univariantes f;(z), ya que en este caso:

Fasnlerm) = T1F3):

En general no se puede disponer de una realizacién completa del proceso
Z(Q) y solamente se observa un conjunto de valores {z(s,),...,2(s,)} en unas
posiciones espaciales conocidas {sl,...,sn} (que por lo general van a ser
irregulares, i.e. los datos no van a estar situados en una rejilla). Como los datos
observados son una realizacién parcial es necesario hacer algunas suposiciones
acerca del proceso de forma que sea posible la inferencia sobre el mismo. Por

ejemplo, supondremos que existe:
us) = E(Z4(s)), Vs € D,
(la funcién p(-) se suele denominar tendencia), y en ocasiones también:
o%(s) = Var(Z(s)), Vs € D.

Ademads se suele asumir algin tipo de estacionariedad del proceso, por
ejemplo, a continuacién se enumeran las habitualmente consideradas (de mayor

a menor restriccion).

PROCESO ESTRICTAMENTE ESTACIONARIO

El proceso Z([J se dice estrictamente estacionario si se verifica que:
Fsl—O—h,...,sm—O—h(zlv"'aZm) = Fsl,...,sm(zlv---azm)y vh € D7vm > 17

(i.e. al trasladar en cualquier direcciéon una configuracién de posiciones la

distribucién conjunta no varia).
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PROCESO ESTACIONARIO DE SEGUNDO ORDEN

Si el proceso Z([) verifica que:
E(Z(s)) = pu, Vs € D,
Cou(Z(s1),Z(s2)) = C(s1 — s2), Vsy,89 € D,
se dice que es estacionario de sequndo orden (algunos autores también lo
denominan proceso estacionario homogéneo o débilmente estacionario). La funcién

C(-) se denomina covariograma. Si ademas C(h) = C°(|h|) (s6lo depende de la

magnitud y no de la direccién del salto) se dice que el covariograma es isotrépico.

En algunos casos para modelar la dependencia espacial de procesos
estacionarios de segundo orden, en lugar del covariograma se suele utilizar el

correlograma, definido por:

suponiendo que C(0) > 0.

PROCESO INTRINSECAMENTE ESTACIONARIO

El proceso Z([J se dice intrinsecamente estacionario (también
denominado proceso espacial de incrementos estacionarios u homogéneos) si se

verifica que:
E(Z(s)) =, Vs € D,
Var(Z(s1) — Z(s2)) = 27(s1 — s2), Vs1,890 € D.

La funcién 2v(-) se denomina wvariograma y ~(-) semivariograma (aunque
algunos autores utilizan también la denominaciéon de variograma para referirse a
(). Si ademds vy(h) = v°(|h|) (s6lo depende de la distancia) se dice que el

variograma es isotropico.

RELACION ENTRE LOS DISTINTOS TIPOS DE PROCESOS ESTACIONARIOS

Si un proceso es estrictamente estacionario y su momento de segundo orden

es finito entonces es estacionario de segundo orden. Ademds, como es bien
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conocido, en el caso de procesos normales ambas propiedades son equivalentes (ya
que estén caracterizados por su media y covarianza).

La clase de procesos intrinsecamente estacionarios es méas general que la
clase de procesos estacionarios de segundo orden. Si un proceso estacionario de 2°

orden tiene covariograma C(0J, como:
Var(Z(s,) - Z(s,)) = Var(Z(s,)) + Var(Z(s,)) - 2000(Z(s,). Z(s,))
Var(Z(s,) - Z(s,)) = 2(C(0) - Cfs, - 5,)).
entonces su variograma viene dado por:
29(h) = 2(C(0) - C(h), (2.3)

y por tanto es un proceso intrinsecamente estacionario. El reciproco en general
no es cierto (por ejemplo el caso de un movimiento Browiano isotrépico d-
dimensional, ver p.e. Cressie, 1993, p. 68), aunque si se verifica en muchos casos.

Si el variograma estd acotado' y:

() = 7(c0),

Ih]—o0

entonces podemos obtener® el covariograma correspondiente como:

C(h) = ~(c0) - y(h),
(ver p.e. Matheron, 1973, pp. 454-457). La relacién entre el variograma y el
covariograma se ilustra en la figura 2.1.
También se puede pensar en un proceso intrinsecamente estacionario

COIMO un proceso cuyos incrementos:

Y, (8) = Z(s + h) — Z(s).

son estacionarios. A partir del semivariograma ~(-) del proceso Z([J podemos

obtener cualquier covarianza entre incrementos, ya que:

1 . o

Ademsds, en casos en los que el semivariograma parece no estar acotado (y por tanto
el proceso no es aparentemente estacionario de segundo orden), resulta que el proceso
no tiene media constante y puede ser modelado como una funcién de tendencia méds

residuos estacionarios.

? Suponiendo que lim C(h) =0.

[hf—o0
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Cov(th (sl),Yh2 (Sz)) = v(s1 +h, — 52) + 7(51 — 8y — h2)
—(s; +h; —s, —hy) —(s; —s,).

— C(h)
AR

Figura 2.1: Relacion entre el covariograma y el variograma (caso

unidimensional).

PROCESOS ESPACIALES ERGODICOS

En general no se puede disponer de miiltiples realizaciones del proceso de
interés Z(0) (ni siquiera de una realizacién completa, ya que normalmente sélo se
observa un conjunto de valores {z(s,),...,2(s,)}) y por tanto deberfamos poder
estimar los pardmetros de interés del proceso a partir de una tnica realizacién.
En otros campos, como por ejemplo en el caso de series de tiempo, los procesos
aleatorios en los que esto es posible han sido ampliamente estudiados y son
denominados procesos ergddicos (o se dice que poseen la propiedad de
ergodicidad). Esta propiedad garantiza la convergencia (en media cuadratica) de
los promedios muestrales de interés a sus correspondientes tedricos, y se habla
por ejemplo, de ergodicidad en media (o covarianza) cuando la media (o
covarianza) muestral convergen en media cuadrética a la media (o covarianza)

tedrica.
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Se ha generalizado esta nocién de ergodicidad para procesos espaciales en el
caso en el que el dominio donde se realiza el promedio tiende a infinito (en todas
direcciones). Por ejemplo, se dice que el proceso espacial Z([) es ergddico en media

si su media es constante E(Z(s)) = p y ademdés:

1
I Z(s)ds =
LgﬁWﬁf®$ a

L

donde el dominio de integracién es el cubo d-dimensional U, =
{s:|s;| < L, i =1,...,d}. Se han establecido también condiciones necesarias y
suficientes para que esto ocurra (algunas basadas en representaciones
espectrales, seccién 2.2.3). Por ejemplo, una condicién suficiente para que un

proceso estacionario de segundo orden sea ergédico en media es que:

m C(h) =0, (2.5)

=00

aunque no es una condicién necesaria.

De forma andloga al caso anterior se pueden definir otros tipos de
ergodicidad, como la ergodicidad en la covarianza o en el semivariograma. Por
ejemplo, en Yaglom (1986, vol. 1, cap. 3, secciones 16 y 17) y Christakos (1992,
cap. 2, seccién 12) se tiene una discusién mas detallada sobre estas propiedades.
Es importante destacar entre los resultados obtenidos que, en el caso de
procesos normales, la condicién (2.5) es suficiente para que el proceso sea
ergodico.

En algunas ocasiones en geoestadistica es imposible extender de forma
infinita el dominio y, en lugar de considerar el comportamiento asintético
cuando el dominio tiende a infinito (“increase-domain asymptotics”), interesa
estudiar el comportamiento asintético del proceso cuando el dominio D donde
estd definido el proceso permanece fijo y la densidad de muestreo tiende a
infinito’ (“infill asymptotics”). En estos casos solamente es de interés el
comportamiento del variograma (o covariograma) cerca del origen y por lo tanto
es suficiente con que se verifique algtin tipo de ergodicidad cerca del origen. Este
tipo de ergodicidad fue denominado por Matheron (1978) micro-ergodicidad

(también se denomina quasi-ergodicidad). Para mas detalles sobre esta clase de

? Para mds detalles sobre los dos tipos de conductas asintéticas tradicionalmente

consideradas en geoestadistica ver p.e. Cressie (1993, seccién 5.8).
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ergodicidad ver p.e. Christakos (1992, cap. 2, ejemplo 2) o Chileés y Delfiner
(1999, seccion 2.9.2).

M4ds recientemente se ha considerado una combinacién de las dos
conductas asintéticas tradicionales (e.g. Hall et al., 1994; Garcia-Soiddn et al.,
2003a y 2003b; Lahiri et al., 2003), y se han estudiado comportamientos
asintéticos cuando simultdneamente el dominio se extiende de forma infinita y el
ntmero de observaciones tiende a infinito, de forma que la densidad de muestreo
sobre cualquier volumen fijo tiende también a infinito (podriamos decir que el
relleno tiene prioridad sobre la expansién del dominio).

En la préctica, la hipétesis de ergodicidad no es realmente un problema y
simplemente se asume que el proceso es ergdédico en media y en covarianza o

variograma, seglin convenga.

PROCESOS AGREGADOS

En algunos casos los datos pueden ser agregaciones espaciales en lugar de
observaciones puntuales (e incluso observaciones sobre distintos soportes) o, por
ejemplo, puede ser de interés la estimaciéon de medias espaciales a partir de
datos puntuales. Estas agregaciones pueden ser modeladas como el promedio de
un proceso puntual, lo que permite deducir facilmente las relaciones entre
covariogramas y variogramas vinculados a diferentes soportes.

Supongamos que el proceso espacial Z([J definido sobre D C RY es
integrable en media cuadrética. Entonces, si B C D es un subconjunto acotado e
integrable, se puede definir el proceso espacial agregado (también se denomina

regularizado) como:
1
— | Z(s)ds si |B]>0
Z(B) = IBlfB )
media{Z(s):s € B} si |B|=0

siendo |B| = des.

Si por ejemplo el proceso puntual es intrinsecamente estacionario con
semivariograma ~(-), entonces a partir del variograma puntual podemos obtener

el variograma del proceso agregado:
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1
Var (Z(B,) — Z(By)) = R fBl , (8~ wdsdu
1
_ X fB2 5 (s — u)dsdu

1
+— 2v(s — u)dsdu.
BB s e

Aunque nos centraremos en el caso de soporte puntual, los métodos
descritos en este trabajo pueden ser extendidos para el caso de distintos soportes
(para mas detalles sobre el problema de cambio de soporte ver p.e. Cressie,

1993, seccién 5.2 6 Chiles y Delfiner, 1999, seccién 2.4).

2.2 PROPIEDADES DEL COVARIOGRAMA Y DEL VARIOGRAMA

El variograma y el covariograma son las funciones habitualmente
consideradas en geoestadistica para el modelado de la dependencia espacial o
espacio-temporal, y son consideradas como un pardmetro (de especial interés)
del proceso. En la practica normalmente se suele utilizar el variograma, no sélo
porque es mds general (puede existir en casos en que el covariograma no), sino
por las ventajas en su estimacién (seccién 4.1.1). No obstante, en muchos casos
se recurre a la relacién (2.3) para construir modelos de variograma a partir de

covariogramas, por lo que es importante también el estudio de estas funciones.

2.2.1 Propiedades elementales

El variograma y el covariograma deben verificar ciertas propiedades que

sus estimadores no siempre verifican, entre ellas:

PROPIEDADES ELEMENTALES DEL COVARIOGRAMA

Si Z([J es un proceso estacionario de segundo orden con covariograma

C(I), entonces se verifica® que:
) q

* Realmente sélo en el caso de procesos reales el covariograma es necesariamente una

funcién par.
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y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
C(h)| < C(0). (2.6)

Ademas, el covariograma debe ser semidefinido positivo, es decir:

ZZaaCs —s)>0

1=1 j=1 (27)
Vm > 1,Vs, € D,Va, € R;i =1,....m

ya que:

S a0 Ols; s, var{zaz }

1=1j5=1

La condicién (2.7) es necesaria y suficiente para que exista un proceso
estacionario de segundo orden con covariograma C(0 (se puede construir un
proceso normal multivariante con covarianzas definidas por C(0J). Por tanto la
clase de covariogramas validos en R? es equivalente a la clase de funciones
semidefinidas positivas en RY.
Algunas propiedades adicionales que verifican los covariogramas son las
siguientes’:
1. Si C(-) es un covariograma valido en R?, entonces aC(), Va > 0, es
también un covariograma valido en R?.

2. Si C)() y C,() son covariogramas vélidos en R?, entonces
C,() + Cy(") es un covariograma valido en RY.

3. Si C)() y C,() son covariogramas vélidos en R?, entonces

C(-) = C,(-)Cy(-) es un covariograma valido en R?.

® Se han derivado también relaciones entre las propiedades de continuidad (y
derivabilidad) del covariograma en el origen y las propiedades de continuidad (y
diferenciabilidad) en media cuadratica del proceso Z([J. Tales como que un proceso
estacionario de segundo orden es continuo en media cuadrdtica si y sélo si su

covariograma es continuo en el origen. Para més detalles ver p.e. Stein (1999, seccién
2.4).
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4. Si  C,(),Vk € N, son covariogramas validos en R? y
lim,  _ C,(h)= C(h),Vh € R?, entonces C([J] es un covariograma
vélido en R,

5. Si C(h|#) es un covariograma valido en RY, V@ € ACR y du es

una medida positiva definida sobre A, entonces:
J,Cui0)ino) (28)

es un covariograma valido en R? siempre que la integral exista
Vh € R?.

6. Un covariograma isotrépico valido en R? es también un covariograma
isotrépico valido en R™, Vm < d (el reciproco no es en general

cierto, ver p.e. Cressie, 1993, p. 84).

La propiedad 3 estd relacionada con el concepto de separabilidad,
equivale a suponer que el proceso Z([)] se obtiene como producto de dos procesos
estacionarios de segundo orden independientes: Z(s) = Z,(s)Z,(s), con
covariogramas C,(-) y C,(-) respectivamente. La propiedad 6 se deduce de forma,
inmediata teniendo en cuenta que si consideramos solamente m coordenadas de
un proceso intrinsecamente estacionario de segundo orden en R?Y (m < d), se
obtiene un proceso intrinsecamente estacionario de segundo orden en R™ (esta
propiedad se puede generalizar también para el caso no isotrépico). Las demés

propiedades se deducen de la definicién de funcién semidefinida positiva.

PROPIEDADES ELEMENTALES DEL VARIOGRAMA

Si v(-) es el semivariograma de un proceso intrinsecamente estacionario

Z(0), entonces se verifica que:

7(0) =0,
v(h) = y(~h),
v(h) >0

El semivariograma debe ser ademds condicionalmente semidefinido

negativo, es decir:
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m m
ZZaiaﬂ/(si — S]) S 0

i=1j=1

. (2.9)
Vm > 1,Vs; € D,Va; € R;i = 1,...,m,tales que Zai = 0.
i=1
Esto se deduce teniendo en cuenta que:
m 2 1 mm g
[ZajZ(si)] = =522 aa;(Z(s) ~ Z(s))
i=1 i=1 j=1

y tomando esperanzas:

ZZ@ a;y(s; —s ):—Var{ZaiZ(si)}gO,

1=1j5=1
m

utilizando en ambos casos que Zai =0.
i=1
La condicién (2.9) es necesaria pero no suficiente (aunque pocas
condiciones adicionales son necesarias para que el reciproco sea cierto), ver
seccién 2.2.3. Algunas propiedades adicionales que verifica un variograma son
las siguientes:
1. Si 4() es un semivariograma vélido en RY, entonces a7y(), Va >0,
es también un semivariograma valido en R? .
2. Si () y () son semivariogramas validos en R?, entonces
Y, () + Y5(), es también un semivariograma valido en R,
3. El semivariograma debe crecer més lentamente que ||h|? (Matheron,
1971), es decir:
G
s =
|00 [h|
4. Un variograma isotrépico vélido en R¢ es también un variograma

isotrépico véalido en R™, VYm < d.

La propiedad 2 equivale a suponer que el proceso Z([] se obtiene como
suma de dos procesos intrinsecamente estacionarios independientes:

Z(s) = Z,(s) + Z,(s), con semivariogramas 7,(-) y (") respectivamente’.

 Se suele recurrir a esta idea para la obtencién de modelos de variograma validos,

como p.e. en el caso de anisotropia zonal (seccién 2.2.2) o en el caso del modelo lineal
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CARACTERISTICAS DEL VARIOGRAMA (COVARIOGRAMA)

Hay ciertas caracteristicas geométricas del variograma (o del
covariograma) de especial importancia’, las principales se comentan a
continuacion.

Supongamos que Z([J es un proceso intrinsecamente estacionario con

semivariograma ~y(-).

Umbral

Si el variograma estd acotado y :

~(h) = 02,

=00

a o2 se le denomina umbral del semivariograma.

Si el proceso Z([J es estacionario de segundo orden y lim Ch)=0

Ih]—o0

(por ejemplo cuando se trata de un proceso normal ergédico) entonces

o? = 0(0).

Rango
Si 02 es el umbral del semivariograma (suponiendo que existe), se define

el rango del semivariograma en la direccién e, = ho/”ho || e RY como:
T = min{r cy(r(l+e)ey) = o2, Ve > O}.

El rango en la direccién e, puede interpretarse como el salto h a partir del cual
no hay correlacién entre Z(s) y Z(s & he;), por tanto estd intimamente ligado a
la nocién de “zona de influencia” (y va a tener un papel importante en la

determinacién de criterios de vecindad; seccién 3.4.3).

de (co)regionalizacion (secciones 4.2.3 y 5.3.2).
" Ademds de poder interpretar su influencia en la prediccién espacial (seccién 3.4.2), son
utilizadas en la parametrizacién de la mayoria de los modelos de variogramas o

covariogramas (seccién 4.2.2).
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Efecto Nugget (Pepita)
Como ya se comenté anteriormente, siempre se verifica que v(0) = 0, sin

embargo puede ser que:

li h)=¢, >0,
hlif%]V() 0

2

entonces ¢, se denomina efecto nugget® (Matheron, 1962). Ademds, si o° es el

umbral del semivariograma (suponiendo que existe), a o2

— ¢, se le denomina
umbral parcial.
Una condicién necesaria y suficiente para que el proceso Z([)J sea continuo
. .- . . 2 )
en media cuadrética (i.e. lim, , E(Z(s)— Z(s +h))” = 0) es que el variograma
sea continuo en el origen’, ya que en el caso de procesos intrinsecamente

estacilonarios:
E(Z(s) — Z(s + h))* = 2y(h).

Entonces la presencia de efecto nugget indica que (en teoria) el proceso no es
continuo y por tanto altamente irregular.

En general, podemos pensar que la presencia de un efecto nugget es
debido a la existencia de un proceso de microescala con rango inferior a la
minima distancia entre las posiciones muestrales'” o a error de medida. Por
ejemplo, puede ser de gran utilidad considerar el siguiente modelo (Cressie,

1993, pp. 112-113) para el proceso Z(Dk
Z(s) = u(s) + W(s) + n(s) + &(s), (2.10)

donde:

® El origen de esta denominacién esta relacionado con la terminologfa minera. En algunos
yacimientos de metal, como por ejemplo en el caso del oro, el mineral suele obtenerse
como pepitas de material puro y estas pepitas normalmente son més pequenas que el
tamano de la unidad de muestreo (lo que produce una variabilidad adicional en la
muestra).

? Andlogamente al caso del covariograma, se han derivado también relaciones entre las
propiedades de derivabilidad del variograma en el origen y las propiedades de
diferenciabilidad en media cuadrética del proceso Z([J; por ejemplo en Chilés y Delfiner
(1999, seccién 2.3.1) se tienen algunas.

" Cuando el rango del proceso de microescala es inferior al tamafio de la unidad de

muestreo es el caso de un “verdadero” efecto nugget.
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w(s) = E(Z(s)) es la estructura de la media (deterministica),

también denominada variacién de larga escala.

* W(s) es un proceso intrinsecamente estacionario de media cero,
continuo (en media cuadritica) y cuyo variograma tiene rango, si
existe, mayor que m = min{”si —s; H 1<i< < n} Este
proceso se suele denominar variacién de pequena escala.

* 7n(s) es un proceso intrinsecamente estacionario de media cero,
independiente de W(s) y cuyo variograma tiene rango (existe)
menor que m. Este proceso se suele denominar variaciéon de micro-
escala.

* £(s) es un proceso ruido blanco de media cero, independiente de

W(s) y n(s), y con varianza cg,, . Este proceso se denomina

también error de medida o simplemente ruido.

A partir de la descomposicién (2.10) obtenemos que:

720 = 9w () + 1m0 + ey -

Ademds, si el efecto nugget del proceso de micro-escala es c;,q, entonces:

€ = Cys T Cpur s
ya que el efecto nugget del proceso de pequena escala es nulo. La mayoria de los
autores (p.e. Matheron) generalmente suponen que la variacién de micro-escala no
es continua; sin embargo, si se espera la continuidad del proceso en la micro-escala
(ie. ¢yq = 0) la tnica razén posible para ¢, >0 es error de medida. En la
practica sélo se conocen los datos {z(s;),...,z(s,)} y no se sabe nada del
variograma a distancias menores que m = min{”si —s; H 1<i< < n} Por
tanto, a no ser que algunas posiciones espaciales estén muy proximas, no se puede

distinguir si la variacién de micro-escala es continua o no.

2

Supongamos que a%, es el umbral del variograma del proceso W([l'y o,

el del proceso 7(-) entonces:

2 2 2
oy —O'W—FUT]—FCEM.

En la practica no es facil determinar el efecto nugget a partir de datos
con posiciones espaciales muy separadas. Una estimacién de ¢, se obtiene

extrapolando un variograma experimental cerca del origen, aunque asi estamos
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estimando en realidad 0,27 + cpyy - Por este motivo, en muchos casos se suele
denominar umbral parcial a O'I%V = a% — 0727 — ¢y en lugar de a O'% —¢-

La proporcién del efecto nugget en el umbral total ¢,/ o proporciona
mucha informacién acerca del grado de dependencia presente en los datos. Por
ejemplo, en el caso en que toda la variabilidad es efecto nugget (i.e. v(h) = ¢,
Vh = 0) entonces Z(s;) y Z(s,) son incorrelados Vs,,s, € D independiente-
mente de lo cerca que estén (el proceso Z([J es ruido blanco).

En la figura 2.2 se muestran las relaciones entre las distintas

caracteristicas del semivariograma.

()

2

Co = Cps T Cpar -

0 m T
b 0

Figura 2.2: Semivariograma genérico en R!.

2.2.2 Representacion espectral

Los métodos espectrales son una herramienta de gran utilidad en el
estudio de procesos espaciales (y espacio-temporales). En esta seccién solamente
se mostraran algunos resultados relativos a la representacion de variogramas y
covariogramas continuos (centrandonos principalmente en este iltimo caso). Un
tratamiento mas detallado se tiene por ejemplo en los libros de Yaglom (1986) y

Christakos (1992), otras referencias donde se trata con bastante detalle este
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tema son por ejemplo Stein (1999, secciones 2.5 a 2.10) y Chileés y Delfiner
(1999, seccion 2.3.3).

REPRESENTACION ESPECTRAL DEL COVARIOGRAMA

Como ya se comenté en la seccién 2.2.1, la clase de covariogramas validos
en R? es equivalente a la clase de funciones semidefinidas positivas en R?.
Podemos caracterizar las funciones de este tipo a partir de su representacion
espectral (resultado que facilita notablemente la obtencién de modelos validos
de covariogramas).

Supongamos por el momento que Z([J es un proceso espacial (real) en R?
estacionario de segundo orden con covariograma C([J continuo en el origen.

Por el teorema de Bochner (Bochner, 1955), como C([] es una funcién
semidefinida positiva y continua en el origen, admite una representacién de la

forma.
C(h) = fRd M gF(w) (2.11)

donde dF es una medida positiva finita, siendo el reciproco también cierto.

Si la funcién F es diferenciable, la ecuacién (2.11) puede expresarse como:
_ i(wh
O) = [ @ f(w)dw,

siendo f(w) la funcién de densidad espectral'':

1
(2m)?

fw) = — [ e “Mebydn,

verificando ademds que f(w) > 0.

Como en el caso de procesos reales el covariograma es una funcién par (i.e.
C(h) = C(-h)), podemos sustituir en las expresiones anteriores los factores

exponenciales por cosenos, obteniendo entonces que:

C(h) = fRd cos(w - h)f(w)dw, (2.12)

" A partir de esta expresién podemos pensar que f / C(0)es la funcién de densidad de
probabilidad de un vector aleatorio con funcién caracteristica C’/C(O), lo que nos

brinda otra alternativa para la obtencién de covariogramas validos.
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y la funcién de densidad espectral:
f(w) = —— [ cos(w - WO()dh (2.13)
(27 )d R

es también una funcién par.
Si el covariograma es isotrépico:
Ch) =C(r); r=|h|,
entonces:
flw) = f(N); A =nwi.

Las ecuaciones (2.12) y (2.13) pueden transformarse (pasando a
coordenadas esféricas, ver p.e. Stein, 1999, pp. 43-44) en sus correspondientes

expresiones isotropicas:

o Jig o p(AT)
O@r) = (21 )42 fo ((;“)2()%2)2 FOONTaN (2.14)
I oo (AT)
1 poo”d-2) _
f) = (%)d/zj; )22 C(ryritdr,

donde J,(-) es la funcién de Bessel de orden v, que puede expresarse (ver

Abramovitz y Stegun, 1965, 9.1.20 y 9.1.10) como:

1, i
Jy(z) = &f; cos(z cos 0) sen®? 0 df

2 T(v + L
Hw+2) (2.15)
_(; )Ui (_izz)k
-\ EEIT(v+k+1)

A partir de esto, podemos pensar en rescribir (2.14) para que sea més

manejable definiendo:

(d—2)/2
iy (z) = (%) /p(g) T (@), (2.16)
y obtendriamos:
Cr) = 2 [ k)N ax
(@) Jo ™ (2.17)
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donde G, es una funcién acotada no decreciente en [0,00), de la forma:

Gd()\) - ﬁw\\<A dF(w) ’

siendo dF una medida positiva simétrica.
Ademds, teniendo en cuenta (2.15) y (2.16), se puede ver que r,(0) =1,
y por tanto:

0(0) = fOOOde(A).

En general las expresiones de la ecuacién (2.17) incluyen funciones
trigonométricas cuando d es impar y funciones de Bessel de orden entero cuando
d es par. Por ejemplo, simplificando la notacién, en los casos particulares de d =

1, 2 y 3 obtendriamos:

s d=1: ry(2) = cosx, C(r)= j;oo cos(Ar)dG(N).
e d=2 k() = Jy(x),  C(r) = fo © T, (ARG ().
. d=3 mylr) = 222 o) = [ Se;ljr dG(\).

Como se vio en la seccién 2.2.1, un covariograma isotrépico vélido en R?
es también un covariograma isotrépico vélido en R™ | Vm < d . Ademds, se puede
deducir de los resultados anteriores (teniendo en cuenta que d((2d)1/ 2z) — e
uniformemente en x cuando d — 00), que una funcién es un covariograma

vélido en cualquier dimensién si y sélo si admite una representacién de la

forma':
[0 )22
O(r) = fo e N AGN)

siendo G una funcién acotada no decreciente en [0,0) (ver p.e. Stein, 1999, pp.

44-45). Por lo tanto denotaremos:

Foo(Z) = €77 . (2.18)

" Otra condicién necesaria y suficiente es que g(r) = C(r*?) sea completamente
mondétona para r > 0 (Schoenberg, 1938, p.821); en la seccién 6.2 se tiene la definicién de

este tipo de funciones.
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En general, el covariograma puede no ser continuo en el origen (presencia

de efecto nugget); en ese caso, podemos expresarlo como:
C(h) = ¢oZyo; () + C"(h), (2.19)

donde ¢, > 0 es el efecto nugget, Z;o;(-) es la funcién indicadora del origen y
C°(-) es un covariograma continuo en el origen que admite la correspondiente
representacién espectral. A partir de (2.19) y (2.3) se deduce que la expresién

del correspondiente semivariograma es
1(h) = C(0) ~ COh) = ¢ +(C°(0) ~ () (2.20)

para h = 0 (hay que recordar que siempre se verifica que 7(0) = 0).

REPRESENTACION ESPECTRAL DEL SEMIVARIOGRAMA

Como se mostré en la seccién 2.2.1 el semivariograma de un proceso
intrinsecamente estacionario es necesariamente condicionalmente semidefinido
negativo. Para determinar las condiciones en las que el reciproco es cierto, es de
utilidad el siguiente resultado:

Si g(-) es una funcién continua en R? verificando ¢(0) = 0, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes (Schoenberg, 1938; Neuman y Schoenberg,
1941):

1. g(h) es condicionalmente semidefinida negativa.

2. ¢ "M o5 semidefinida positiva (i.e. un covariograma) Vt > 0.

3. g() es de la forma:

B 1 —cos(w-h)
gth) = [ F— =2 dF(w) + Q(h). (2.21)
donde Q() >0 es una forma cuadrdtica y dF es una medida

positiva, simétrica y continua en el origen que verifica:

1
——dF )
fRd1+|lel2 (W) <00

A partir de este resultado, puede deducirse (p.e. Cressie 1993, pp. 87-88)

que si y(-) es una funcién condicionalmente semidefinida negativa con” Q(-) = 0

13 Algunos autores definen el semivariograma como ~(h) = 1 E(Z(s) — Z(s + h))*, en

[N

cuyo caso puede ser que Q(-) > 0.
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en la representacién (2.21), entonces es el variograma de un proceso
intrinsecamente estacionario en R¢.

Anélogamente al caso anterior, si el semivariograma es isotrépico:

v(h) = y(r); r=|hl,
la representacion espectral isotrépica correspondiente a (2.21) es:

(r) = j; “1_’;—3(”)61@@) , (2.22)

donde k() estd definida por (2.16) y G es una funcién acotada no decreciente

en [0,) que verifica:

S |
. 2.2
fO 1+)\2dG()\)<oo (2.23)

Ademsds, en las condiciones anteriores de la representacién (2.22), se
puede ver (Christakos, 1984) que es equivalente a la restriccién (2.23) que se

verifique que:

lim L;n):()-
r—oo T

Para el caso general en el que el semivariograma no es necesariamente
continuo en el origen, basta tener en cuenta que podemos expresarlo (utilizando

la misma notacién que en (2.19)) como:

v(h) = ¢y (1— Z;oy(h)) + 7 (h),

siendo 7%(") un semivariograma continuo en el origen.

2.2.3 Anisotropia

La hipétesis de isotropfa simplifica notablemente el modelado de la
dependencia espacial por lo que la mayoria de los modelos (bdsicos) de
semivariogramas considerados en geoestadistica son isotrépicos (ver seccién 4.2).
Sin embargo, en muchos casos no se puede asumir que la dependencia es igual
en cualquier direccién (uno de los ejemplos més claros es el caso espacio-
temporal, donde en principio no es légico pensar que un salto espacial es
equivalente a un salto temporal). En esos casos se suelen considerar ligeras

variaciones de la hipétesis de isotropia para modelar la dependencia espacial. En
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esta seccibn se comentan brevemente las distintas aproximaciones
tradicionalmente consideradas en geoestadistica (para mds detalles ver p.e.
Chiles y Delfiner, 1999, seccién 2.5.2, o Goovaerts, 1997, seccién 4.2.2), otras
aproximaciones distintas se tratan en la seccién 4.5 y en el capitulo 6 (caso
espacio-temporal).

Cuando el variograma es funcién de la direccién ademéds de la magnitud
del salto, se dice que es el variograma es anisotrépico (no isotrépico). Los tipos

de anisotropia habitualmente considerados son los siguientes:

ANISOTROPIA GEOMETRICA

En algunos casos, cuando aparentemente el umbral permanece constante
mientras que el rango varfa con la direcciéon, se puede corregir esta clase de

anisotropia mediante una transformacién lineal del vector de salto h, i.e.:
7(h) = 7 (JAk]),¥h € R?,

siendo A una matriz d xd y v°() un semivariograma isotrépico. En este caso se
dice que el variograma es geométricamente anisotrépico. Por ejemplo, en el caso

bidimensional, se suelen considerar una matriz de la forma:
b 0
0 b

que se corresponde con las direcciones principales de anisotropfa 6y 6+74

A —
-senf cos6

cosf sen «9]

(normalmente se toma 6 igual a la direccién de maximo rango). Esto puede
extenderse fdcilmente para el caso tridimensional (ver p.e. Chilés y Delfiner,
1999, pp. 94-95).

Esta idea (que el espacio euclideo no es apropiado para medir distancias
entre posiciones espaciales pero una transformacién lineal de él si) ha sido
también generalizada para el caso de deformaciones no lineales del espacio. Por
ejemplo, Sampson y Guttorp (1992) consideraron transformaciones no lineales
f() (obtenidas mediante técnicas de escalamiento ¢ptimo multidimensional) de

forma que:
Ys1,89) = §Var(Z(s1) — Z(s2)) = 7" (| f(s1) — f(s2)]), V81,85 € D,

siendo 7Y(") un semivariograma isotrépico.
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ANISOTROPIA ZONAL

Cuando el umbral del semivariograma varfa con la direccién se dice que
hay anisotropia zonal (también se denomina anisotropia estratificada). En estos
casos se suele considerar una combinacién de un semivariograma isotrépico més
otros “zonales” que depende solamente de la distancia en ciertas direcciones (o
componentes del vector de salto). Por ejemplo, en el caso bidimensional, si ¢ es

la direccién de mayor varianza se suele considerar una combinacién de la forma:
v(h) = (Ih]) + 1 (hy),

siendo 7,() y 7,() semivariogramas isotrépicos y hy = cos(@)h + sen(p)hy el
salto en la direccién ¢ , para h = (h;,h,) € R?.

Es importante destacar que este tipo de anisotropias pueden causar la
aparicién de problemas al realizar prediccién espacial (ver p.e. Myers y Journel,
1990; y Rouhani y Myers, 1990), como por ejemplo dar lugar a sistemas kriging
no validos con ciertas configuraciones de los datos. Hay que tener un especial
cuidado cuando el covariograma es expresado como suma de covariogramas
unidimensionales, en cuyo caso el resultado puede ser tnicamente
condicionalmente semidefinido positivo sobre un dominio multidimensional (en
el capitulo 3 se tienen mas detalles).

Una variante de la anisotropfa zonal es el caso de covariogramas
separables (también denominados factorizables) en componentes del vector de
salto. Por ejemplo, un covariograma completamente separable en R? es de la

forma:

para h = (hl,...,hd)' e R? y siendo C,(),i = 1,...,d, covariogramas en R'. En
este caso se puede pensar que el proceso espacial se obtiene como producto de d
procesos unidimensionales independientes definidos sobre cada uno de los ejes de

coordenadas



CAPITULO 3

PREDICCION ESPACIAL LINEAL OPTIMA. KRIGING

En este capitulo se comentan brevemente los métodos méas conocidos de
prediccién espacial denominados métodos kriging' (ver seccién 1.3 para un
resumen del origen de esta terminologia), centrdndonos tinicamente en el caso de
prediccién lineal puntual univariante (el caso multivariante se trata en el
capitulo 5). Una revisiéon més completa de estos métodos se tiene por ejemplo en
Cressie (1993, capitulo 3 y secciones 5.1, 5.4 y 5.9.1) o Chilés y Delfiner (1999,
capitulos 3, 4 y 6).

3.1 INTRODUCCION

Sea {Z(s) :seDC Rd} un proceso espacial y {z(sy),...,2(s,)} n valores
observados de este proceso, y supongamos® que a partir de estas observaciones
se trata de predecir Z(s).

Si denotamos por Z = (Z(s),...,Z(s,)) , los distintos métodos kriging
proporcionan un predictor p(Z,sg) de Z(sqy) verificando que:

* es lineal (homogéneo o heterogéneo) en Z:

! Podriamos definir los métodos kriging como algoritmos de prediccién de minimo error

en media cuadratica que tienen en cuenta la estructura de 2° orden del proceso.
> El caso general serfa la prediccion de ¢(Z()) = fR ,Z(s)dp(s) para una medida
integrable dp(-) (p.e. ¢(Z(")) = Z(By)) a partir de {2(B),...,2(B,)}, que se resuelve de

forma andloga (ver comentarios al final de la seccién 2.1).
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n

p(Z,SO) = Z)\ZZ(SY) + )‘07 (31)

1=1

* es uniformemente insesgado, para cualquier puf(-):

E(p(Z,s0)) = p(s0) (3.2)
* y minimiza el error en media cuadrética (e.m.c.) de prediccién®:
E((p(Z.50) — Z(50))" ). (3-3)

(al hablar de prediccién 6ptima nos referiremos a que se verifican estas

dos ultimas condiciones).

Dependiendo de las suposiciones acerca de la funcién de tendencia uf(-), se

distingue principalmente entre tres métodos kriging:

1. Kriging simple (KS): se supone que la media es conocida (algunos
autores suponen también que es constante o incluso cero). Ademas se
asume que el covariograma existe y es conocido.

2. Kriging ordinario (KO): se supone que la media es constante (i.e.
E(Z(s)) = u,¥s € D) y desconocida. Ademds se asume que por lo
menos existe el variograma y es conocido.

3. Kriging universal (KU; también denominado kriging con modelo de
tendencia): se supone que la media es desconocida y no constante,
pero que es una combinacién lineal (desconocida) de p +1 funciones

(o variables explicativas) conocidas {f;(): j = 0,...,p}:
P
ws) =Y fi(s)8;
7=0

— ! +1 .
donde B = (By,...,0,) € R’ es un vector desconocido. Se asume
también que por lo menos existe el variograma y es conocido (siempre

que una de las funciones explicativas sea idénticamente 1, p.e.

* Como es bien sabido, en el caso de normalidad el predictor 6ptimo (tomando como
funcién de pérdidas el error cuadrético) es lineal y va a coincidir con los predictores
kriging. Pero si el proceso no es normal no tiene porque serlo, lo que ha motivado el
desarrollo de métodos kriging no lineales (ver p.e. Rivoirard, 1994) y del kriging trans-

normal (ver seccién 3.4.4).
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fo() =1, en caso contrario las ecuaciones kriging sélo pueden
expresarse en funcién del covariograma).

Por simplicidad el kriging ordinario se tratard en este capitulo como un

caso particular del kriging universal (aunque en la practica se suele pensar en el

KO como un método distinto al KU, principalmente por ciertos inconvenientes

que presenta este tltimo; ver seccién 4.1.2) .

KRIGING CON ERROR DE MEDIDA

Teniendo en cuenta la descomposicién (2.10) del proceso Z([) mostrada al
final de la seccién 2.2.1, se va a asumir también que no hay error de medida (i.e.
cgmy = 0). En caso contrario serfa de interés el proceso libre de ruido
S(s) = Z(s) — €(s), y habria que modificar ligeramente las ecuaciones mostradas
en las siguientes secciones para la prediccién' de S(sy). Para mds detalles, ver

por ejemplo Cressie (1993, pp. 128-130) o Chiles y Delfiner (1999, seccién 3.7.1).

KRIGING CON COVARIANZAS Y VARIOGRAMAS NO ESTACIONARIOS

La suposicién de que el variograma (o el covariograma) sélo dependa del
salto es conveniente para facilitar el modelado de la dependencia espacial, pero
para la prediccion espacial no es necesaria esta consideraciéon. Por tanto en las
expresiones de las ecuaciones de los distintos métodos kriging se utilizara la

notacién mds general no estacionaria:
C(s1,82) = Cov(Z(s1),Z(s2)),

29(s1,82) = Var(Z(s;) — Z(s2))

en lugar de suponer que son funciones de s; — s9.

3.2 KRIGING CON MEDIA CONOCIDA. KRIGING SIMPLE

Supongamos que el proceso Z([J admite una descomposicién de la forma:

Z(s) = pls) + 6(s),

! En este caso una diferencia interesante es que los correspondientes predictores kriging

no son interpoladores exactos; ver seccién 3.4.1.
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siendo p(-) la funcién de tendencia conocida y 6(-) un proceso espacial® de media
cero con covariograma (no necesariamente  estacionario)  conocido
C(s1,82) = Couv(6(s1),6(s2)) -

El predictor 6ptimo serd de la forma (3.1) y tal que minimiza el e.m.c.

(3.3), que puede expresarse como:

E((p(Z.80) — Z(s9))* ) = Var (p(Z,s0) — Z(s0)) + (E(p(Z.s0) — Z(s9)) )’

n n 2
= Var| Z(sp) — Z)\zz(sz)] + [N(SO) =Y hulsi) —Xo |
i=1 i=1
de donde se deduce que:
N = plso) = Y Aipuls;) (3.4)
i=1

(por tanto el sesgo debe ser nulo, verificindose la condicién (3.2)). Entonces el
predictor es de la forma:

n

p(Z,s0) = wlso) + Y N(Z(s;) — pls;))

i=1
(por tanto se puede pensar que se trata de la estimacién lineal homogénea de un

proceso de media cero) y el e.c.m. de prediccién es igual a:

n 2
[zmn _ 6<sO>] ]
=1

E((p(Z,s0) — Z(s0))) = E

n n

D ANC(si,85) — 2D NC(s;,80) 4 Clso,50)-

i=1j=1 i=1

Para minimizar esta funcién se igualan a cero las derivadas parciales respecto a

los pesos, obteniéndose las ecuaciones del kriging simple:

n
Z)‘j0<siasj) - C(Si750) =0,
i=1 :
1=1,...,m,
que pueden expresarse en forma matricial como:

X\ =c, (3.5)

° En la préctica se supone ademés (por lo menos en la mayoria de los casos) que es un

proceso estacionario de segundo orden.
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siendo X = (M,...,\,) , ¢ = (C(sl,so),...,C’(sn,SO))/ y X la matriz nxn de
varianzas-covarianzas de los datos (i.e. X;; = C(s;,s;)). A partir de (3.4) y (3.5)

se obtiene el predictor del kriging simple:
pKS(Z7 SO) = M(SU) + Clz_l(z - “‘) ) (36)

donde p = (pu(sy),...,u(s,)) , y €l correspondiente mmimo e.m.c. de prediccion,

también denominado varianza kriging:
ZK (sg) = C( )— /2!
Okg\80) = 50,80 Cc C.

Una de las principales utilidades de la varianza kriging es la construccién de
intervalos de confianza (basados en la hipétesis de normalidad u obtenidos a
partir de desigualdades tipo Tchebycheff; ver p.e. Chiles y Delfiner, 1999,

seccién 3.4.4).

DETALLES PRACTICOS Y COMPUTACIONALES

Para que exista una unica solucién del sistema (3.5) la matriz 3 debe ser
no singular. Una condicién suficiente para que esto ocurra es que el
covariograma C(,-) sea una funcién semidefinida positiva (hay que tener cuidado
con la anisotropia zonal, ver seccién 2.2.2) y las posiciones de los datos sean
distintas.

En la préactica suele interesar la predicciéon en multiples posiciones.
Teniendo en cuenta que la matriz del sistema no depende de la posicién de
prediccién, el procedimiento recomendado a seguir seria el siguiente:

* Calcular la factorizacién Cholesky de la matriz 3 (p.e. utilizando la

rutina LETDS de la libreria IMSL).

» Para cada posicién de prediccién s; resolver el sistema (3.5) utilizando

la factorizacién obtenida en el primer paso (p.e. con las rutinas LFSDS
o LFIDS de la librerfa IMSL).

Hay que destacar también que tanto los pesos kriging como la varianza
kriging no dependen de los datos observados, solamente de las posiciones y del
covariograma (lo que por ejemplo, entre otras cosas, facilita el diseno de la
configuracién espacial de muestreo). Ademsds, en el caso de que el covariograma
sea estacionario, los pesos y varianza kriging son invariantes frente a traslaciones

de la configuracién espacial (lo que permite, por ejemplo, disminuir
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significativamente el tiempo de computacién cuando se realizan predicciones

locales con datos regularmente espaciados).

3.3 KRIGING CON MEDIA DESCONOCIDA. KRIGING UNIVERSAL

El kriging universal se basa en el siguiente modelo para el proceso Z([:

Z(s) = ) f;(s)8; + &(s), (3.7)
=0

j
donde B = (By,....0,) € RP*1 es un vector desconocido, {f]() :j=0,...,p} son
funciones conocidas y 6() un proceso espacial de media cero con variograma
conocido 27(sy,s9) = Var(6(s;) — 6(s9)) (aunque en la préctica se suele suponer
estacionario). Supondremos también que fy(-) =1, de esta forma ademds en el
caso particular de p =0, (3.7) se corresponderd con el modelo del kriging
ordinario (ver seccién 3.1) muy utilizado en la practica.

Utilizando una notacién matricial podemos escribir:
Z=XB+9,
siendo & = (8(s),...,8(s,)) vy X una matriz nx (p +1) con Xij = fiz(si), y:

Z(sp) = x'B + 6(so),

!/
con x = (fo(80)s-: fp(80)) -
El predictor del kriging universal serd de la forma (3.1) y en este caso
como:

n

S NZ(si) + /\0] —NX8 + X\,

1=1

E

siendo X = (A,...,)\, ), una condicién necesaria y suficiente para que el predictor
sea uniformemente insesgado, i.e. E(p(Z,sy)) = E(Z(sy)) = x'B, VB € RPT, es
que Ay =0 y:

NX =x'. (3.8)

Ademds como fy(-) =1, una de estas restricciones es:

n

don =1, (3.9)

1=1
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que es la tnica condicién que deben verificar los pesos en el caso del kriging
ordinario.

Por tanto el predictor del kriging universal serd de la forma:

p(Z,s) Z)\,Z

verificando (3.8) y tal que minimiza el e.m.c. de prediccién. Entonces se trata de

minimizar:

1=1

E[Z(so)—z i si] —2Zm [E)\f] —fi so)] (3.10)

respecto a {\, 1t =1,...,n} y {mj D= O,...,p}, multiplicadores de Lagrange
que garantizan (3.8). Teniendo en cuenta que el predictor es insesgado y que los

pesos verifican (3.9), entonces:

n 2 n 2
[Z)\iZ(si) - Z(so)] - [Zkié(sqz) - 5(50)]

i=1 )
_ ——ZZM —8(s,))F DN (6(s4) — 6(s0))°

1=1j= 1=1
y podemos escribir (3.10) como:

n

_ZZ)\)\]'Y S, ] Z SZ,S() 2Zm [Z)\f] f] SO)

=1 j= =1

Derivando respecto a {\, :2=1...,n} y {mj 1] = O,...,p} e igualando a cero
se obtienen las n 4+ p + 1 ecuaciones del kriging universal que, expresadas en

forma matricial, resultan ser:

Fuxv =, (3.11)
con:
r X PN N
Tv=lg o = m]= W = X],

donde ~ = (v(sl,so),...,y(sn,so))/, m = (mo,...,mp )/ y I' es una matriz n xn

con I'j; = 7(s;,s;). Ademds el e.m.c. minimo de prediccién:

n
U%{U(SO) = 22 )\i’}/(so, ZZ)‘ )‘]7 Si,S ]

1=1 =1 j=
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se puede obtener (teniendo en cuenta (3.11)) como:
p
/
UKU S0) ZM $0,8;) + ijfj(so) = XU -
=0

En el caso particular del kriging ordinario (p = 0), la expresién de la varianza

kriging resulta ser:

o%0(80) Z)\ﬂ 80,8) + Mg -

ECUACIONES EN FUNCION DEL COVARIOGRAMA

Cuando existe el covariograma C(si,s9) = Cov(6(s1),8(s9)) del proceso
8(-) y es conocido (una suposicién més fuerte), podemos expresar las ecuaciones
del kriging universal (o del KO) en funcién de C(CI. Ademds, si ninguna de las
funciones explicativas es idénticamente 1, las ecuaciones del kriging universal
s6lo pueden expresarse en funcién del covariograma. El proceso seria andlogo al

caso anterior, el sistema del kriging universal equivalente a (3.11) resultante es:
EU>\U = Cy, (312)
donde (utilizando la notacién de la seccién 3.2):

¥ X

i =
U7X o

) >\U:

y la varianza kriging es:
2
o (so) = Clsg,80) — Y AC(so,s;) + Zm]f] s9) = C(s0,80) — Ayey -
1=1 J=
Otra forma de obtener estas ecuaciones (que puede ser mds interesante)
es a partir del predictor del kriging simple. Suponiendo que 3 es conocido en el

modelo (3.7), el predictor lineal “6ptimo” de Z(sg) es el predictor del kriging

simple (3.6), que en este caso resulta ser:
prs(Z,sg) = /B2 + (x - X'27e)B.

Cuando 3 no es conocido es légico pensar en utilizar en su lugar su estimador

lineal éptimo Bmcg = (X'27X)"!1X'®"1Z , obteniéndose el predictor:

p*(Z,s0) = ¢ZZ + (x — X'E71¢)Bey - (3.13)
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Puede verse (Goldberger, 1962) que el predictor (3.13), lineal e insesgado,
es 6ptimo (en el sentido de que minimiza el e.m.c. sobre todos los predictores
lineales e insesgados) y por tanto coincide con el predictor del kriging universal’.

Entonces:
piv(Zoso) = pis(Zyso) + (x = X'E7le) By —B), (3.14)

y ademads, teniendo en cuenta que el error (pgg(Z,sg) — Z(sg)) tiene covarianza
nula con cualquier combinacién lineal de Z (ver p.e. Chilés y Delfiner, 1999, p.

161), la relacién (3.14) se extiende también a la varianza kriging:
0% (80) = o%g(s0) + (X — X'z—lc)’(x’z—lx)‘1 x-X'Z"lc), (3.15)

donde el segundo termino cuantifica la precisién en la estimacién de la media. Las
expresiones (3.14) y (3.15) son conocidas como la relacién de aditividad entre el
KS y el KU.

Los resultados anteriores permiten pensar en la prediccién lineal con media
desconocida como un proceso de dos etapas: en la primera estimar la media
desconocida, y en la segunda realizar la prediccién lineal 6ptima con media

supuestamente conocida.

TENDENCIA POLINOMICA

En muchos casos se supone que las funciones { fi() = O,...,p} son los
. ; ] I ~ :
monomios z;' ---zj donde s = (y,...,24)" e i,...,5; son nimeros naturales cuya

suma es menor o igual que k, siendo k£ un numero natural dado. En ese caso (si se

k+d

, | —1) se dice que p() es

consideran todas las combinaciones posibles, i.e. p =

una superficie de tendencia polinémica de grado’ k.

% Tendiendo en cuenta (3.13), Gotway y Cressie (1993) consideraron un estimador lineal
de B no insesgado que da lugar a un predictor (tipo James-Stein) no insesgado pero con
un error de prediccién en media cuadrdtica menor que la varianza del kriging universal
(ver también Cressie, 1993, p. 175).

" Esta suposicién es también la base del kriging con funciones intrinsecas de orden k
(ver p.e. Cressie, 1993, seccién 5.4 o Chilés y Delfiner, 1999, cap. 4), donde se extiende
la nocién de incrementos (que filtran una media constante) estacionarios al caso de

incrementos generalizados de orden k& (que filtran una tendencia polinémica de orden k)
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Por ejemplo, en el caso bidimimensional la expresién de este tipo de
tendencias serfa:

H(S) = Z almmlym; 5 = (Z’, y)/ € RQv
0<l+m<k

que se corresponde con p = {(k +1)(k +2)/2} -1 y:

hE) =1 A6) =2, H8) =y, .., L) =1y s=(zy) € R

DETALLES PRACTICOS Y COMPUTACIONALES

Para que exista una unica solucién del sistema (3.11) la matriz I' debe ser
no singular (o X en el caso de (3.12)) y X de rango mdaximo. Andlogamente al
caso del kriging simple, la primera condicién se verifica normalmente si (-,-) es un
semivariograma vélido (salvo posibles problemas con la anisotropia zonal) y las
posiciones de los datos son distintas. La segunda condicién (sélo de interés en el
KU) implica que las p+1 funciones explicativas deben ser linealmente

independientes por lo menos sobre el conjunto de datos, i.e.:
P
Y aifi(si)=0,i=1..,nea =0 j=0..p.
7=0

Esta condicién (ya conocida en la estimacién por minimos cuadrados) suele
satisfacerse normalmente cuando los datos estdn irregularmente espaciados ya
que p suele ser mucho menor que n. Sin embargo cuando los datos estdn
regularmente espaciados pueden aparecer problemas, especialmente al utilizar
vecindarios locales.

Al contrario que en el KS, las matrices de los sistemas (3.11) o (3.12) no
son semidefinidas positivas (y no se puede utilizar en principio la “ideal”
factorizaciéon de Cholesky). Aunque reformulando el sistema (3.12) puede
obtenerse su solucién a partir de dos subsistemas con matrices semidefinidas

positivas® (ver p.e. Chiles y Delfiner, 1999, p. 169). Esta aproximacién sin

estacionarios. Una idea similar es la utilizada en la estimacién por médxima
verosimilitud restringida mostrada en la seccién 4.3.2.
® Muchos de los algoritmos utilizados para la solucién de los sistema kriging estdn

disenados y optimizados para covariogramas (por ejemplo tienen en cuenta que no es
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embargo so6lo es de especial interés cuando la dimensién de la matriz es grande.
Ademsds, en la practica el niimero de observaciones involucradas en el sistema
kriging es normalmente pequenio (p.e. menor que 100 o incluso mucho menor),
ya que cuando se trabaja con grandes muestras se suele optar por vecindarios
locales. Por tanto, por lo menos en esos casos, puede ser preferible utilizar la
matriz original del sistema y el procedimiento recomendado a seguir serfa el
siguiente:

» Obtener la factorizacion UDU’ de la matriz simétrica I'y;, donde U es

una matriz triangular superior y D una matriz diagonal (p.e.
utilizando la rutina LFTSF de la librerfa IMSL).

» Para cada posicién de prediccién s, resolver el sistema (3.11) utilizando

la factorizacién obtenida en el primer paso (p.e. con las rutinas LFSSF o
LFISF de la librerfa IMSL); ya que la matriz del sistema, al igual que
en el KS, tampoco depende de la posiciéon de prediccién.

Para evitar problemas numéricos en el procedimiento anterior, se puede
tener en cuenta también que la solucién al sistema (3.11) es la misma cambiando
() por ¢+ (), para cualquier ¢ € R.

Andlogamente al caso del KS, tanto los pesos kriging como la varianza
kriging no dependen de las observaciones (solamente de sus posiciones a través del
variograma y de las funciones explicativas en el KU). Ademds, en el caso del KO y
de que el variograma sea estacionario, los pesos y varianza kriging son también

invariantes frente a traslaciones de la configuracién espacial®.

necesario pivotar la matriz de covarianzas ya que los valores mdximos estdn en la
diagonal). En el caso de variogramas no acotados se trabaja en ocasiones con pseudo-
covariogramas (ver seccién 2.4.1).

’ Puede verse también (p.e. Chiles y Delfiner, 1999, seccién 3.4.6) que el predictor y
varianza del KU son invariantes frente a transformaciones lineales de las funciones
explicativas, y por tanto invariantes frente a traslaciones cuando por ejemplo la

tendencia es polinémica de orden k.
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3.4 ALGUNAS CONSIDERACIONES ACERCA DE LOS METODOS

KRIGING

3.4.1 Kriging como interpolador

Las ecuaciones kriging tienen en cuenta varios aspectos del problema de
interpolacién™ (ver p.e. Chilés y Delfiner, 1999, secciones 3.3.2 y 3.4.2):

e La configuracién espacial de los datos, a través de las matrices X o

I' (donde el covariograma o variograma actia como una “distancia
estadistica” entre las observaciones y de forma que se tiene en cuenta
la informacién redundante presente en los datos).

¢ La situacién de la posicién de prediccion respecto a los datos, a través

de c o ~.

* La presencia de una funcién deterministica de tendencia.
Adicionalmente también tienen en cuenta propiedades estadisticas del proceso
Z(-), a través del variograma o el covariograma (que como se comenté en la
secciéon 2.2.1, entre otras cosas, determina las propiedades de continuidad del
proceso). Esta es la principal diferencia con otros métodos de interpolacién que
no tienen en cuenta la estructura de segundo orden del proceso.

Una propiedad importante de los predictores kriging es que son
interpoladores exactos (suponiendo que no hay error de medida, i.e. cgy = 0),
en el sentido de que p(Z,sy) = Z(sy) cuando sy =s; (la solucién de los sistemas
es \; =1y X\ =0,Vj=1), y naturalmente en ese caso la estimacién de la
varianza es 0. Ademds, por lo general no son continuos en las posiciones de los
datos''; para que lo sean, teniendo en cuenta la descomposicién (2.10) mostrada en
la seccién 2.2.1, es necesario que cgyy = 0 y cyg = 0 (i.e. el efecto nugget debe

ser nulo).

" Puede verse también ficilmente, a partir de las denominadas ecuaciones duales del
KU, que hay una equivalencia teérica (aunque no en la practica) entre los métodos
kriging y la prediccién tipo spline (ver p.e. Cressie, 1993, pp. 180-183).

" Un ejemplo muy ilustrativo de la dependencia de las predicciones kriging del
comportamiento del variograma cerca del origen se tiene p.e. en Chilés y Delfiner (1999,

p. 161).
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Otra caracteristica de la interpolacién kriging (y que no aparece en otros
métodos como los que asignan pesos inversamente proporcionales a la distancia)
es el denominado efecto pantalla. En general se observa (ver comentarios en la
siguiente seccién) que la influencia de un valor es menor si estd oculto detrds de
otro valor (e.g. Journel y Huijbregts, 1978, p. 346). Esto produce, por ejemplo
en el caso del KO (incluso si el variograma es estacionario), que puntos situados
a la misma distancia de la posicién de prediccion puedan tener distintos pesos y
que los datos cercanos no apantallados reciban los mayores pesos, reduciéndose
considerablemente (llegando a ser negativos) los pesos de los datos que quedan
ocultos®.

La aparicién de pesos negativos (o mayores que 1) en el KO como
consecuencia del efecto pantalla, puede provocar (incluso suponiendo media
constante) que el predictor kriging no esté necesariamente comprendido entre el
valor minimo y méximo de los datos. Esto que en principio puede ser una
propiedad muy interesante puede conducir a resultados extranos en ciertas
ocasiones, como por ejemplo dar lugar a predicciones negativas en casos en los
que la variable considerada es necesariamente positiva. Para solucionar estos
problemas se han propuesto numerosas alternativas, entre ellas la inclusién de
restricciones adicionales sobre los pesos de forma que sean positivos™ (lo cual
puede dar lugar a un incremento considerable del e.m.c. de prediccién) o sobre el
predictor (ver p.e. Goovaerts, 1997, seccién 7.4.2). Otra alternativa que puede ser
preferible es la transformacién del proceso Z(-) a otra escala (de forma que se
aproxime a la normalidad), realizar la prediccién kriging del proceso transformado
y volver a la escala original (pero asegurdandose de que al hacer la transformacion
inversa el resultado tenga las propiedades de optimalidad deseadas); més detalles

sobre este tema se tienen en la 1ltima seccién de este capitulo.

' En la literatura se muestran numerosos ejemplos sobre el comportamiento de los
pesos kriging en distintos escenarios; una coleccién bastante completa se tiene en
Wakernagel (1998, capitulo 13).

" Las ecuaciones kriging con pesos positivos se tiene en Barnes y Johnson (1984) y

también en Chiles y Delfiner (1999, seccién 3.9.1).
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3.4.2 Efecto del variograma (covariograma) en el kriging

El variograma (o el covariograma) tiene un efecto determinante en la
prediccién espacial. Como ejemplo, a continuacién se tienen algunas
observaciones acerca de la influencia en el kriging de las tres principales
caracterfsticas de un variograma estacionario' (normalmente tratadas como

parametros) definidas en la seccién 2.2.1.

Rango

Supongamos que la posicién de prediccién s; estd a una distancia mayor
que el rango de las posiciones de los datos {si,...,s, } (i.e. la posicién de
prediccién estd fuera de la zona de influencia de los datos), entonces ¢ = 0 en

(3.6) y (3.13), obteniéndose que:

pKS’(Za SO) = M(SO)a pKU(Z7 SO) = X/Bmcg )

por lo tanto la prediccién kriging se reduce a la media® (estimada en el caso del
KU).

Nugget y umbral

Esta claro que las estimaciones obtenidas de la varianza de los predictores
kriging dependen en gran medida de estos pardmetros. Es importante destacar que
la, escala del variograma (covariograma) no influye en las predicciones obtenidas,
solamente en la varianza kriging. Si se multiplica el variograma (o el
covariograma, segin el caso) por una constante, las ecuaciones kriging (3.5) o
(3.11) quedan invariantes y consecuentemente los pesos kriging no cambian,
aunque la varianza kriging resulta multiplicada por esa constante. Para estudiar su

influencia en la prediccién resulta de utilidad la proporcién del efecto nugget en el

" Una discusién bastante detallada sobre este tema (centrada en el caso del KO) se
tiene en Isaaks y Srivastava (1989, pp. 299-313); ver también Cressie (1993, seccién
3.2.1) o Ferndndez-Casal (1995, seccién 3.1.1).

Y Puede verse facilmente que la ecuaciones del kriging universal con ¢ = 0, son las
obtenidas en el denominado método kriging de estimacién de la tendencia (para més
detalles sobre este método ver p.e. Wackernagel, 1998, pp. 212-213, o Chilés y Delfiner,
1999, seccién 3.4.5).
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umbral total ¢y/o? (que como ya se comenté al final de la seccién 2.2.1,
proporciona mucha informacién acerca del grado de dependencia presente en los
datos). Por ejemplo, en el caso en que toda la variabilidad es efecto nugget (i.e. el
proceso Z(-) es ruido blanco) entonces ¥ = ¢°I,,, siendo I,, la matriz identidad
nxn,y c¢=0 (suponiendo que sy =s;, Vi), y los predictores kriging se

reducen a la estimacién por m.c.o. de la media:
pKU(Za SO) = X/(X/X)_lxlz = Xlémco-

En el caso del KO se obtiene la media muestral:

= 1 ,
pro(Z,sg) = Z = EZ::lz(si)a

predictor bien conocido que asigna igual peso a todos los datos (por tanto el
efecto pantalla es nulo); ademds, teniendo en cuenta (3.15) y que o%g(sy) = o

(caso més desfavorable), entonces:

i.e. la varianza del KO para el caso de procesos incorrelados es igual a la
varianza del proceso mads la varianza de la media muestral. En general, se puede
ver que al aumentar el porcentaje de efecto nugget en el umbral total disminuye
el efecto pantalla’® y aumenta la varianza kriging (ver p.e. Isaaks y Srivastava,
1989, pp. 305-306).

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, podemos afirmar que
todos los pardmetros (caracteristicas) del variograma influyen en el kriging
(aunque quizds el rango es el que tiene un menor efecto, ya que pequenas
variaciones en este pardametro producen resultados casi idénticos). Como
observacion adicional acerca de la influencia del variograma en la prediccién
espacial, hay que destacar la importancia del comportamiento del variograma
cerca del origen. Por ejemplo, la forma del variograma cerca del origen
determina las propiedades de continuidad y regularidad de las predicciones

kriging (ver p.e. Chiles y Delfiner, 1999, pp. 160-161 y observacién sobre

' Cuando la media no es constante puede ocurrir incluso lo contrario del efecto
pantalla y observaciones alejadas pueden tener una gran influencia en la estimacién

(como es bien conocido en la estimacién de la tendencia).
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continuidad realizada en el apartado anterior). Ademds, Stein (1988) probd que
para una prediccién asintéticamente (de relleno) eficiente lo que se necesita
generalmente es capturar la conducta del variograma cerca del origen. Este
resultado no contradice las observaciones anteriores sobre la influencia de las
caracteristicas del variograma. Es dificil determinar cuando los datos estdn
suficientemente cerca como para tener sélo en cuenta el efecto nugget y la

pendiente del variograma cerca del origen.

EFECTO DE LA ESTIMACION DEL VARIOGRAMA

En los métodos descritos en las secciones anteriores se suponfa que el
variograma (covariograma) era conocido, sin embargo en la practica en realidad
el variograma es estimado (kriging estimado). Supongamos que pg(Z,sg) y
6%(sg) son el predictor y varianza kriging obtenidos utilizando alguno de los
métodos descritos anteriormente con un variograma estimado.

En cuanto al predictor pg(Z,sg) se puede ver que, bajo condiciones muy
generales, converge al valor correcto si la densidad de datos tiende a infinito
incluso cuando la estimacién del variograma no es muy buena (Yakowitz. y
Szidarovszky, 1985). El factor m&s importante, en concordancia con las
observaciones realizadas en el apartado anterior, es que la aproximacién al
variograma verdadero cerca del origen no sea muy mala (Stein, 1988).

Al contrario que en el caso del predictor kriging, la estimacién del
variograma afecta directamente a la varianza kriging y en general &%(so) no es un
estimador consistente del error en media cuadratica del predictor (hay que
recordar también que la escala del variograma no influye en la prediccién pero si
en la varianza kriging). En muchos casos, por ejemplo si la distribucién del

proceso espacial es normal, se espera que:

6% (s0) < E(pk(Zs0) — Z(so)),
(ver p.e. Christensen, 1991, pp. 283-284), y por tanto la estimacién de la varianza
kriging deberfa ser incrementada para que tenga en cuenta el efecto de la
estimacién del variograma. En la seccién 4.4 se propone una correccién para la

varianza kriging obtenida a partir del método de validacién cruzada.



Prediccion espacial lineal gptima. Kriging 51

Un tratamiento bastante detallado de este tema con una revisién de los
“escasos” resultados tedricos obtenidos hasta la fecha se tiene en Cressie (1993,
seccién 5.3). Otras referencias que pueden también ser de interés son: Christensen
(1991, seccién 6.5), Stein (1999, seccién 6.8) o Chiles y Delfiner (1999, seccién
3.4.3).

3.4.3 Eleccion del vecindario

Una préctica habitual es geoestadistica es la inclusién en las ecuaciones
kriging solamente los n(sg) datos mds “préximos” a la posicién de prediccién sg
en lugar de considerar todas las observaciones disponibles. Esto puede
justificarse por varias razones:

e Utilizar todos los datos puede dar lugar a un sistema de dificil

solucién debido a problemas numeéricos. Por ejemplo, entre otras
cosas, el tiempo de computacién (aproximadamente proporcional a
n(sy)?) aumenta drasticamente al aumentar el numero de datos.

* Las estimaciones del variograma son normalmente eficientes (o incluso
el propio modelo geoestadistico véalido) solamente sobre pequenas
distancias.

* El uso de vecindarios locales permite la relajaciéon de las hipétesis del
modelo (como la estacionariedad intrinseca en el caso del KO) o su
simplificacién (por ejemplo, en el caso del KU se puede suponer que
locamente la estructura de la tendencia es m&ds simple o incluso
constante y utilizar en su lugar KO local).

* En muchos casos los datos cercanos apantallan a los mé&s alejados
reduciendo su influencia (aunque no siempre de forma significativa;
ver observaciones siguientes).

La seleccién “optima” de un vecindario local resulta no obstante un
problema algo complejo. Por ejemplo, se ha pensado que el rango del variograma
permite determinar por si solo un criterio de vecindad, como incluir en las
ecuaciones sélo los datos que estén dentro del rango de s, sin embargo esto puede
no ser adecuado en muchos casos (aunque en la practica el valor de este pardmetro
puede ser de gran utilidad como referencia inicial). Teniendo en cuentas las

observaciones realizadas en secciones anteriores, cuando aumenta la proporcién de
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efecto nugget disminuye el efecto pantalla, el predictor kriging se reduce a la
media y observaciones a més distancia que el rango de la posicién de prediccién
contribuyen (a veces de forma significativa) a la estimacién de la tendencia. Se ha
observado también (p.e. Journel y Huijbregts, 1978, p. 346 o Cressie, 1993, pp.
132-133) que eliminar un valor fuera del rango puede ser inapropiado incluso
cuando esos valores estdn ocultos por otros mds cercanos y la media es constante.
Aunque el variograma sea estacionario, es un error pensar que el peso \; del
kriging ordinario es sélo funcién de |[sy —s;|| ya que, teniendo en cuenta la
expresion de los pesos del KO, depende también de la conducta del proceso en
todas las demds posiciones espaciales (ver p.e. Cressie, 1993, pp. 131 y 132, para
una formulacién explicita). Por tanto, observaciones fuera del rango pueden tener
influencia en la prediccién a través de su correlacién con observaciones dentro del
rango (esto es conocido en la literatura como efecto “relay”, que podriamos
traducir por efecto transmision).

Se han propuesto algunos criterios para la selecciéon de un vecindario
6ptimo, por ejemplo basados en la idea de que la varianza del KO (Rivoirard,
1987) o del KU (Cressie, 1993, pp. 176-177) se aproxime a la del KS. Sin embargo
esos criterios realmente solo son de utilidad cuando los datos estdn regularmente
espaciados y el vecindario se puede fijar de antemano (en Cressie, 1993, pp. 158-
162 se tiene un ejemplo). En esos casos puede ser preferible utilizar directamente
la varianza kriging e incluir datos en el vecindario hasta que no se produzca una
disminucién “significativa” en la estimacion de la varianza kriging.

En la préctica, la densidad de datos y su configuracién espacial en torno a
las posiciones de prediccién pueden ser muy irregulares. Teniendo en cuenta esto
se han desarrollado distintos algoritmos, algunos bastante sofisticados, para la
seleccién de vecindarios. Para la seleccién de los datos tipicamente se fija un radio
maximo de busqueda y solamente se consideran los datos dentro de una
circunferencia (esfera) centrada en la posicion de predicciéon. En el caso de
anisotropfa (seccién 2.2.2), se considera una elipse (elipsoide) con el radio mayor
orientado en la direccién de maxima variacién. Ademads suele interesar disponer de
observaciones en todas direcciones, por lo que se divide la zona de bisqueda en
sectores angulares (p.e. cuadrantes en el caso bidimensional o octantes en el caso
tridimensional) y se selecciona un nimero minimo de datos en todos o en la

mayoria de esos sectores (esto evita también que clusters de datos tengan una
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excesiva influencia sobre predicciones en su entorno). Si se sospecha de la
presencia de una tendencia en los datos (KU), puede ser deseable la inclusién de
observaciones més alejadas de la posiciéon de prediccién para poder estimarla de
forma m4s eficiente.

Utilizando un algoritmo de bisqueda que tenga en cuenta todas o alguna
de las consideraciones anteriores, tipicamente se selecciona un nimero pequeno de
datos como vecindario (p.e. entre 8 y 20 observaciones) para cada posicién de
prediccién. Sin embargo esto puede causar que las superficies de prediccién
presenten discontinuidades (especialmente cuando los datos estdan regularmente
espaciados y se utiliza biisqueda por octantes). Una aproximacién distinta serfa la
seleccién un tnico vecindario mds grande (p.e. de 20 a 40 datos) para pequenos
conjuntos de posiciones de prediccién, de esta forma en condiciones normales los
vecindarios correspondientes a conjuntos de predicciéon préximos se solapan y es de
esperar que no aparezcan discontinuidades. Ademds el incremento en tiempo de
computaciéon debido a la inclusién de un nimero mayor de observaciones se
compensa por el hecho de que sélo es necesario factorizar una vez la matriz
sistema kriging para obtener las predicciones en el conjunto considerado'’. Por
ejemplo, si se pretenden obtener predicciones en una rejilla bidimensional, el
tiempo de computaciéon considerando un vecindario distinto con 16 observaciones
para cada nodo resulta similar a considerar un vecindario con 25 (o incluso més)
observaciones para grupos de 4 nodos (dos por fila y columna). Otra forma de
proceder que puede ser de interés en la préctica, es usar el semivariograma como
distancia en lugar de la tradicional distancia euclidea; de esta forma los datos son
seleccionados preferentemente en la direccién de maxima continuidad (y se evita
tener que considerar elipsoides en el caso de anisotropia). Adicionalmente, cuando
el nimero de datos es grande y sus posiciones irregulares, es recomendable utilizar
la técnica conocida como bisqueda por siuper-bloques. Esta técnica consiste en la

clasificacién inicial de los datos en “stiper-bloques” definidos por una rejilla regular

'" Esto puede ser también de utilidad en el caso de validacién cruzada (donde es de
especial importancia la seleccién del vecindario), ya que la solucién del sistema kriging
para la prediccién en una de las posiciones s; del vecindario considerando el resto de
observaciones, puede obtenerse a partir de la matriz correspondiente a todo el

vecindario (ver seccién 4.4).
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de poca resolucién espacial (de mucho mayor espaciado que la rejilla de
prediccién) superpuesta a los datos, de esta forma para determinar los datos
proximos a una posicién espacial sy se puede limitar la bisqueda a los stiper-
bloques mas cercanos (en lugar de verificar todos los datos).

Independientemente del algoritmo de bisqueda que se vaya a utilizar,
puede ser recomendable realizar antes algunas pruebas utilizando por ejemplo la
técnica de validacién cruzada (seccién 4.4). Para un discusién adicional sobre la

selecciéon del vecindario en la préactica, ver por ejemplo Isaaks y Srivastava

(1989, capitulo 14) o Deutsch y Journel (1992, secciones 11.4 y IV.6).

3.4.4 Kriging log-normal y trans-normal

En el caso de normalidad el predictor 6ptimo E(Z(sy)|Z) de Z(sy) es
lineal y coincide con los predictores kriging. Pero si el proceso no es normal este
predictor puede ser altamente no lineal, en esos casos la transformacién del
proceso Z(-) a otra escala puede producir que se aproxime a la normalidad'®. De
esta forma se puede pensar en realizar la prediccion lineal en la escala
transformada y posteriormente hacer la transformacién inversa (pero
asegurandose de que el resultado tenga las propiedades de optimalidad
deseadas). En esta secciéon simplemente se muestran algunos resultados sobre
este tema, para un tratamiento mds detallado ver p.e. Cressie (1993, seccién
3.2.2) o Chiles y Delfiner (1999, seccién 3.4.10).

Una de las transformaciones mé&s utilizadas en geoestadistica es la
transformacién logaritmica, i.e. el caso en el que se asume que el proceso Z(-) sigue
una distribucién lognormal. Un proceso aleatorio lognormal es un proceso

{Z(s) : s € D} (que toma valores positivos) tal que:
Y(s) = log(4(s)); seD,
es un proceso normal.

El kriging simple lognormal (KSL) se basa en la suposicién adicional de

que el proceso Y(-) verifica las hipétesis del kriging simple (media vy

" Lo cual también permite emplear otros métodos que asumen esta hipdtesis, como p.e.

los basados en maxima verosimilitud para la estimacién del variograma; ver seccién 4.3.2.
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covariograma conocidos). En ese caso, utilizando el método del KS, a partir de
Y = (Y(sy),...,Y(s,)) podemos obtener el predictor pgg(Y,sy) de Y(sy) y la
correspondiente varianza kriging U%(S(SO) . Si transformamos de nuevo este valor
a la escala Z(-), obtenemos exp(pgs(Y,sg)) que no es un predictor insesgado de
Z(sg) (es un predictor insesgado en mediana). El predictor 6ptimo de Z(s)

resulta ser:

pisL(Z,s0) = exp(prs(Y,s0) + $0%s(s0)) (3.16)

y la correspondiente varianza kriging:

ogs1(80) = Prs(Y,50) (exp(oig(sn)) —1).

En el caso de media no conocida, i.e. suponiendo que el proceso Y(-)
verifica las hipétesis del KU (kriging universal lognormal, KUL), se complica
atun mas el problema. No basta con sustituir la media tedrica en (3.16) por su
predictor éptimo ya que se obtendria un predictor sesgado. Si se hace una

correccién para obtener un predictor insesgado de Z(s(), el resultado serfa:

prur(Z,s0) = exp(pru(Y,80) + 3 0%(s0) —m'x), (3.17)

utilizando la notacién de la secciéon 3.3 (y suponiendo también que una de las
funciones explicativas es idénticamente 1). Hay que destacar que el predictor
(3.17) no es un predictor 6ptimo en el sentido de que minimice el e.m.c. de
prediccién, este predictor minimiza E (log p(Z,sg) — Y(so))* (sujeto a las
correspondientes restricciones de insesgadez y forma del predictor). La varianza
kriging tiene una expresiéon considerablemente méds complicada que en el caso de
media conocida (ver Cressie, 1993, p. 136; para el caso de media constante). Sin
embargo, si el objetivo es la construccién de intervalos de confianza, se pueden

transformar directamente de la escala Y (). Por ejemplo:
(exp(pr(Y,s0) — 1.960% (s0) ), exp( px (Y,s0) + 1.9607%(s9))) .
es un intervalo de confianza al 95% para Z(s().

La aproximacién anterior puede generalizarse para una transformacion

cualquiera:
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siendo Y() un proceso normal y ¢() una funcién medible dos veces
diferenciable. En general no se dispone de expresiones exactas como en el caso
del kriging lognormal®; a partir de un predictor kriging pg(Y,sy) de Y(sq) se
pueden obtener un predictor aproximadamente insesgado de Z(s;) teniendo en

cuenta que:
¢(Y(s0)) = ¢(px (Y,80)) + (Y(s0) — px (Y,80))8 (px (Y,80))
+5(Y(s0) — pr(Y.80) 0" (px (Y,50)),
si el error kriging p(Y,s9) — Y(sg) es pequefio. A partir de esto, si % (sq) es la

correspondiente varianza kriging, se obtiene el predictor aproximadamente

insesgado del kriging trans-normal® (KT):

prr(Zso) = ¢ (pr(Y,80)) + 305 (s0)0" (px (Y,s80)),

que en el caso del KS se aproxima al predictor éptimo E(Z(sy)|Z) de Z(sg).

Como aproximacién de la varianza kriging de este predictor se puede utilizar:

o%r(s0) = o2 (s0)d (P (Y,80)).

' Shimizu y Iwase (1987) obtuvieron expresiones que permiten el calculo de predictores
(exactamente) insesgados de forma andloga al caso lognormal, cuando la transformacién
#(-) verifica ¢''(z) = a + bo(z). En ese caso al proceso Z(-) lo denominaron proceso
lognormal generalizado.

* Este predictor es ligeramente distinto al considerado por Cressie (1993, p.137)
obtenido a partir de una aproximacién similar (utilizando del método delta en torno a

la media).



CAPITULO 4

MODELADO DE LA DEPENDENCIA ESPACIAL

Este capitulo se centra en el problema de la obtencién de un modelo de
variograma (o covariograma) que describa adecuadamente la dependencia
espacial de los datos. En la resolucion de este problema, frecuentemente
denominado andlisis estructural', se utilizan en la practica desde procedimientos
totalmente autométicos (tipo “black-box”) hasta otros totalmente manuales en
los que el usuario (con la ayuda de herramientas estadisticas) especifica por
completo la dependencia espacial (esto se suele denominar ajuste a sentimiento).
Sin embargo, habitualmente se siguen los siguientes pasos (o por lo menos
algunos):

1. Estimacién inicial del semivariograma utilizando algin tipo de

estimador experimental (seccién 4.1).

2. Ajuste de un modelo vélido de semivariograma a las estimaciones
“piloto” obtenidas en el primer paso (secciones 4.2 y 4.3), ya que éstas
normalmente no pueden ser utilizadas directamente en la prediccién
espacial.

3. Diagnosis del modelo de semivariograma obtenido, utilizando por
ejemplo la técnica de validacién cruzada (seccién 4.4).

Ma3ds recientemente se han propuesto diversas alternativas al modelado

tradicional principalmente con la idea de disponer de mayor flexibilidad en el

' Como se muestra a continuacién, la estimacién del variograma estd ligada al resto de
pardmetros del proceso espacial; por este motivo se suele denominar también de esta
forma al procedimiento completo de determinacién de todos los pardametros del modelo

geoestadistico.
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ajuste de un semivariograma valido, una revisién de estos métodos se tiene en la

seccién 4.5.

4.1 ESTIMACION DEL SEMIVARIOGRAMA

Supongamos por el momento que el proceso Z([J es intrinsecamente
estacionario y que {Z(s{),...,Z(s,)} son los datos observados. En este caso,

como la media es constante, se tiene que:
E(Z(s1) — Z(s2))? = 2v(s1 —83), Vsp,89 € D, (4.1)

Las distintas propuestas para la obtencién estimadores, mostradas a
continuacién, se basan en (4.1). Sin embargo, cuando la media no es constante
estos estimadores no deben ser utilizados mientras que no se elimine la

tendencia de los datos. Por ejemplo, si el proceso Z(:) verifica la descomposicién:

Z(s) = p(s) + 6(s),
siendo p(-) la funciéon de tendencia y §é() un proceso intrinsecamente

estacionario de media cero, entonces:

E(Z(s1) — Z(sy))* = 2y(s1 — s3) + (uls1) — p(s2) (4.2)
y si u(-) no es constante (4.2) no es necesariamente funcién de s; — sy, ni tiene
porque verificar las propiedades de un variograma. En el caso de que la media
sea conocida (KS) se puede eliminar la tendencia y estimar el variograma a
partir del proceso 4(-). Sin embargo, si pu(-) es desconocida (p.e. en el caso del

KU) aparecen ciertos inconvenientes. Este tltimo caso se trata en la seccién

4.1.2.

4.1.1 Estimacion del (co)variograma bajo media constante
ESTIMADORES CLASICOS DEL SEMIVARIOGRAMA Y DEL COVARIOGRAMA

La expresién (4.1) sugiere la estimacién del semivariograma mediante el
método de los momentos, obteniendo de esta forma el denominado estimador

empirico (o cldsico) del semivariograma (Matheron, 1962):
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1 2

j(h) = 2|N(h)|%})(2<si) ~Z(s;)), heR’, (4.3)
donde:
N(h) = {(z‘,j):sz- —s; =h;ij = 1n} (4.4)

y |N(h)| es el nimero de pares distintos en N(h).

Realmente el estimador (4.3) s6lo es de utilidad en el caso de datos
regularmente espaciados. Cuando los datos estdn irregularmente espaciados
generalmente se utiliza una versiéon suavizada de este estimador, por ejemplo

considerando en lugar de (4.4):
N(Tol(h)) = {(i,j) : s; — s; € Tol(h)}, (4.5)

donde Tol(h) C R? es una regién de tolerancia en torno a h. Esta regién deberfa
ser lo suficientemente grande como para que no aparezcan inestabilidades, por lo
que se recomienda (Journel y Huijbregts 1978, p. 194) que el numero de
aportaciones a la estimacién en un salto h sea por lo menos de treinta® (i.e.
|N(Tol(h))| > 30).

Andlogamente al caso anterior, suponiendo estacionariedad de segundo

orden, se obtiene el estimador clédsico del covariograma:

A~

— L S _7 S -7 d .
C(h)_|N(h)|]%(Z(Z) Z)(Z(sj)—Z), heR’, (4.6)

siendo:

n
Z(Si) )
1=1

7 =

3|~

la media muestral y N(h) dado por (4.4) (o reemplazdndolo por (4.5) en el caso
posiciones irregulares). El principal problema con este estimador es la necesidad
de estimar la media p del proceso (ademds de que la suposicién de
estacionariedad de segundo orden es menos general; seccién 2.1).

Existen numerosos estudios en la literatura sobre las propiedades

estadisticas de los estimadores (4.3) y (4.6). Por ejemplo, se ha probado (bajo

> Algunos detalles adicionales sobre la seleccién de las regiones de tolerancia se tienen

en la seccién 7.1.
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condiciones “mixing” adecuadas) su normalidad asintética’ (ver p.e. Davis y
Borgman, 1979, para el caso del variograma) y se obtuvieron también
expresiones que permiten obtener la matriz de varianzas-covarianzas de
estimaciones a distintos saltos (p.e. las correspondientes a (4.3) se tienen en
Cressie, 1985). A continuacién se comentan algunas propiedades de estos
estimadores que justifican el modelado de la dependencia espacial a través del
semivariograma. Mas detalles sobre la distribuciéon y propiedades de estos

estimadores se tienen por ejemplo en Cressie (1993, pp. 71-74).

VENTAJAS DE LA ESTIMACION DEL VARIOGRAMA

Algunas de las principales razones que justifican el empleo del estimador
del variograma (4.3) en lugar del estimador (4.6) del covariograma son las
siguientes:

* Sesgo: Cuando el proceso Z(-) es intrinsecamente estacionario 29(-) es un
estimador insesgado de 27v(-), sin embargo, cuando el proceso es
estacionario de segundo orden, C() tiene sesgo O(1/n) (ver p.e. Fuller,
1996, seccion 6.2).

e FEstimacion basada en residuos: Si la media no es constante debe ser
estimada y eliminada de los datos para poder utilizar estos estimadores
(ver comentarios en el apartado anterior). En ese caso los estimadores
obtenidos a partir de los residuos son sesgados, sin embargo Cressie y
Grondona (1992) probaron, en un caso bastante general, que el sesgo del
estimador del variograma es de menor orden que el del correspondiente
estimador del covariograma (en la seccién 4.1.2 se tienen mds detalles
sobre este tema).

e (Contaminacion por tendencia: Si la media no es constante y no es
eliminada adecuadamente se pueden producir estimaciones desastrosas
del covariograma al utilizar C(). Por ejemplo Cressie (1993, p. 72)

probé, para un caso particular, que el efecto de introducir una

* Aunque la distribucién del estimador clédsico del variograma para un salto fijo h se

aproxima més a la lognormal (Baczkowski y Mardia, 1987).
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contaminacién lineal es mucho menor en el estimador del variograma y

especialmente cerca del origen.

ESTIMADORES ROBUSTOS

Uno de los problemas con el estimador empirico del semivariograma (4.3)
es su falta de robustez frente a observaciones atipicas. Por este motivo se han
propuesto numerosas alternativas robustas en la literatura; por ejemplo, una
recopilacién y comparativa de este tipo de estimadores se tiene en Dutter
(1996).

A continuacién se exponen algunos de éstos estimadores (propuestos
inicialmente por Hawkins y Cressie, 1984) basados en la siguiente idea’: si el
proceso  Z(-) es mnormal entonces (Z(s)— Z(s+h))?> sigue una distribucién
2v(h)x?, sin embargo esta distribucién es muy asimétrica y la transformacién de
potencia que hace que se aproxime més a la simetria (normalidad) es la raiz

cuarta. Por tanto Hawkins y Cressie (1984) sugirieron trabajar con la raiz

5 . 1 _
cuadrada de las diferencias’, i.e. |Z(s) — Z(s + h)|2, y posteriormente transformar
el resultado a la escala original pero asegurdandose de obtener un estimador
aproximadamente insesgado (utilizando del método delta). Basdndose en esta

idea se obtienen los estimadores:

4
2y(h) = TN @] Nzh)|Nz(;)|Z(s7;)—Z(sj)|2] [0.457+ ﬁ\‘;ti;l' +|](37‘8f)5|2], (4.7)
25(h) = ﬁ(mediana{w(s?) — Z(s;) (i) € N(h)}) '

donde N(h) esta definido por (4.4) (o (4.5) en el caso posiciones irregulares).
Aunque este iltimo estimador es mas robusto, diversos estudios de simulacion

(p.e. Cressie y Hawkins, 1980) mostraron que %(-) es un estimador mds eficiente

que ().

* Que serd utilizada también en el capitulo 7 para la estimacién no paramétrica robusta de
un variograma espacio-temporal.
’ Otra ventaja de utilizar la rafz cuadrada de las diferencias es que, en general, estdn

menos correladas que las diferencias al cuadrado (ver p.e. Cressie, 1993, p. 76)
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Estos estimadores son utilizados muchas veces en la préactica junto a
métodos robustos de prediccion espacial (que por motivos de extensién no se
tratan en este trabajo). Por ejemplo Cressie y Hawkins (1980) propusieron una
robustificacién del kriging ordinario conocida como kriging robusto y, para el caso
de media no constante, Cressie (1986) propuso el método conocido como median-
polish kriging (que se puede ser modificado para distintas situaciones, ver p.e.
Fernandez-Casal, 1995, seccién 4.3). M&s detalles sobre estos métodos se tienen
también por ejemplo en Cressie (1993, secciones 3.3 y 3.5) y Chiles y Delfiner
(1999, seccién 3.7.2).

ESTIMADORES NO PARAMETRICOS

Los estimadores locales tipo nucleo son herramientas frecuentemente
utilizadas en la estimacién de curvas y superficies. Entre los m&s conocidos
podemos senalar los estimadores tipo Nadaraya-Watson y los polinémicos
locales (ver p.e. Wand y Jones, 1995, o Fan y Gijbels, 1996). Recientemente se
han considerado también estas ideas para la estimacién del covariograma (e.g.
Hall et al., 1994; Hall y Patil, 1994) y del semivariograma (e.g. Febrero-Bande et
al., 1998; Yu y Mateu, 2002; Garcia-Soidén et al., 2003a y 2003b)

Suponiendo estacionariedad de segundo orden, Hall et al. (1994)
consideraron el siguiente estimador tipo Nadaraya-Watson del covariograma en

el caso unidimensional:

SSK(S6) (26) - 2)(2657) - )
Cls) = —=———; , (4.8)
;;K(s—@z—sj))

siendo K(-) una funcién nicleo unidimensional y h el pardmetro ventana.
Ademss, estos autores estudiaron sus propiedades asintéticas (considerando una
combinacién de dominio creciente y relleno) suponiendo continuidad del
covariograma teérico’. Un estudio similar ha sido realizado por Hall y Patil (1994)

para el caso general multidimensional (no isotrépico).

% Adicionalmente, estos autores propusieron un método para la obtencién de

covariogramas vélidos a partir de estos estimadores, estudiando también las
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En el caso de estacionariedad intrinseca, la expresiéon general de un

estimador no paramétrico de un semivariograma isotrépico es:

n—1 n
SN w(r)(2(s1) - Zs5) )

i(r) = =L : (4.9)
1=1 j=1+1

donde wj(r) >0, Vi, j y Zijwij(r) > 0. Dependiendo de la eleccién de estos

pesos obtenemos distintos estimadores, por ejemplo tomando:

wii(1) = Lroir) (|| Si — 8 ||)7 siendo Tol(r) C R una regién de tolerancia
en torno a r (y denotando por Z4(-) funcién indicadora del conjunto A),

obtenemos el estimador cldsico (suavizado) del variograma.

wij(r) = K (W), (4.9) es el estimador Nadaraya-Watson (Hall et
al., 1994, p. 2123; Febrero-Bande et al., 1998; Garcia-Soiddn et al.,
2003a).

wy(r) = K (=)

232K (B ) se — ol = ) (s = stll = [lss = 51)

kol

se obtiene el estimador lineal local del semivariograma propuesto por

Garcia-Soidédn et al. (2003b).

[si—s;|-r
héo([[si—s;]|

wij(r) = =T )), siendo  &y() >0 un pardmetro

adicional de suavizado, se obtiene el denominado estimador tipo “vecino

mds préximo” con pardmetro de vecindario variable propuesto por Yu y

Mateu (2002).

La expresion (4.9) mostrada aqui no incluye los indices ¢ = j ya que en

general el semivariograma no es continuo en el origen; sin embargo, si se supone

que hay continuidad (e.g. Garcia-Soidén et al., 2003a), puede incrementarse

significativamente la eficiencia de estos estimadores cerca del origen incluyendo

los términos de la diagonal.

propiedades de la estimacién final obtenida; en la seccién 4.5.2 se describe brevemente

esta metodologfa.
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Las propiedades asintéticas (suponiendo continuidad) de los estimadores
tipo Nadaraya-Watson y del estimador lineal local han sido estudiadas por
Garcfa-Soiddn et al. (2003a) y (2003b) respectivamente’. Ademds de realizar un
estudio similar al de Hall et al. (1994) o Hall y Patil (1994); hay que destacar que,
entre otros resultados®, estos autores obtuvieron la expresién de la ventana éptima
h que minimiza asintéticamente el error en media cuadritica. Yu y Mateu
(2002) realizaron un estudio similar sobre el estimador tipo vecino més préximo

descrito anteriormente.

4.1.2 Estimacion del variograma en el KU

En el caso del kriging universal no es apropiado utilizar directamente los
estimadores del semivariograma mostrados en la seccién anterior, ya que la
media no es constante y por tanto:

2

) ~ 2 = 2161~ ) | 25, (566) ~ 62)|

utilizando la notacién de la seccién 3.3 (que serd la empleada a lo largo de este

seccion).

En ocasiones se puede “solventar” este problema analizando el
comportamiento del proceso en distintas direcciones. Si se encuentra una
direcciéon en los datos a través de la cual la media es aparentemente constante,
se puede estimar el variograma en esa direccién (utilizando alguno de los
estimadores anteriores) y posteriormente ajustar un modelo vélido de
variograma. Si el variograma se puede suponer isotrépico y el modelo ajustado
es también un variograma isotrépico valido en R?, se obtiene de esta forma un

modelo vélido para cualquier direccién (ver p.e. Cressie, 1993, seccién 3.4.1 o

" En la seccién 7.2 se realizan algunas observaciones adicionales sobre este tipo de
estimadores (en el caso espacio-temporal).

® Adicionalmente, propusieron el uso de estos estimadores piloto junto a los modelos
flexibles de Shapiro-Botha (1991) y estudiaron las propiedades de la estimacién final

obtenida; en la seccién 4.5.1 se tienen méds detalles sobre esta aproximacién.
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Chiles y Delfiner, 1999, seccién 2.7.4). Sin embargo esta solucién no siempre es
adecuada o se puede llevar a cabo en la préctica.
Si B es conocido (kriging ordinario) podemos estimar el variograma a

partir del proceso:
P
6s) = 2(5) ~ D 5)5
=0

En el caso del KU B3 no es conocido, por lo que se puede pensar en estimarlo,
calcular los residuos (estimados) y obtener una estimacién del variograma a
partir de ellos. Sin embargo para que 3 pueda ser estimado de forma eficiente
serfa necesario (en principio) conocer Var(Z), i.e. se necesita conocer ~(-). Este
problema circular es el principal inconveniente achacado al kriging universal

(ver p.e. Armstrong, 1984, para mas detalles).

ESTIMACION DEL VARIOGRAMA BASADA EN LOS RESIDUOS

Supongamos por el momento que el proceso () es estacionario de
segundo orden con covariograma C(-) (mds adelante se tratard el caso de que
este proceso solamente sea intrinsecamente estacionario). Cuando X = Var(Z)

es conocida podemos calcular el estimador lineal éptimo de 3 :
Brmeg = (X'TX)1X'2Z.
A partir de este estimador, denotando por P, = X(X'E'X)'X'ES! la
matriz proyeccién, obtenemos el vector de residuos estimados:
=12~ XBey = Ly — Py )L,

cuya matriz de varianzas-covarianzas resulta ser:

~

Var(ﬁ) = (In - Pmcg)E(In - Pmcg)/ (4 10)
=3 - XX’ IxX)"1x".

Por tanto si utilizamos estimaciones de los residuos, incluso procediendo de la

forma mads eficiente, se introduce un sesgo en la estimacién de la dependencia

espacial. Explicitamente, teniendo en cuenta que Var(émcg) = (X'=71X),

(4.10) es equivalente a:
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Cs(siy8;) = Cou(Z(s;) — u(s;), Z(s;) — fi(s;))
= C(SZ — Sj) - Cov(ﬂ(si)aﬂ(sj))a

denotando por fi(s) la estimacién m.c.g. de la tendencia, y expresado en funcién
del semivariograma obtenemos que:
V5(8is85) = y(si —85) — g Var(ji(si) — fi(s)) - (4.11)

Por tanto al utilizar alguno de los estimadores mostrados anteriormente
con los residuos estimados obtenemos estimaciones sesgadas del semivariograma
tedrico. Matheron (1971, pp. 152-155) ya noté que, por lo general, el sesgo del
estimador del semivariograma es pequeno en los saltos préximos al origen, pero
mds sustancial en saltos grandes. Para un caso particular, Cressie (1993, pp.
166-167) observé que los residuos basados en el estimador m.c.g. dan lugar a un
estimador del variograma con sesgo negativo y cuadrédtico en h. Parece ser que
este problema provocé una desilusién con el kriging universal y la iniciativa
hacia el kriging con funciones intrinsecamente estacionarias (ver p.e. Matheron,
1973; Cressie, 1993, seccién 5.4; o Chileés y Delfiner, 1999, cap. 4).

En la préctica ademds ¥ es desconocida; para solventar este problema
Neuman y Jacobson (1984) propusieron una aproximacién iterativa, empezar
con el estimador m.c.o. de 3, estimar al variograma a partir de los residuos,
ajustar un modelo de variograma vélido, calcular el estimador m.c.g. basado en
el modelo ajustado y asi sucesivamente hasta convergencia. En la préactica este
procedimiento suele converger en pocas iteraciones (normalmente menos de 5).
Hay que destacar que esta forma de proceder no soluciona el problema del sesgo,
ya que incluso cuando X es conocida el sesgo no es nulo.

En cuanto a las consecuencias de que el estimador del variograma no sea
insesgado en el kriging universal, hay que tener en cuenta que:

e Al ajustar un modelo de variograma por minimos cuadrados ponderados

o generalizados (seccién 4.3.1), automédticamente los saltos pequenos

reciben mayor peso en el ajuste.

* Ademds si la prediccién espacial se lleva a cabo con un criterio de
vecindad, el variograma soélo es evaluado en saltos pequenos, donde se

tiene una buena estimacién y un buen ajuste.
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* También hay que tener en cuenta el resultado de Stein (1988), i.e. para
una predicciéon eficiente generalmente sélo es necesario capturar la
conducta del variograma cerca del origen
Por lo anterior, el desencanto con el kriging universal ha sido prematuro,

el efecto del sesgo del estimador del variograma sobre el predictor del kriging
universal es pequeno. Sin embargo la varianza del kriging universal se ve mads
afectada y es menor de lo que deberia ser (para mds detalles ver Cressie, 1993,
pp. 296-299; ver también la seccién 4.4. para una posible solucién).
Adicionalmente se han propuesto alternativas a los métodos de ajuste basados
en minimos cuadrados (mostrados en la seccién 4.3.1) que tienen en cuenta el
sesgo en la estimacién del variograma (ver Beckers y Bogaert, 1998; y

comentarios en secci6én 4.3.1).

Estimacién en el caso de variogramas no acotados

Si el proceso 6(-) sélo es intrinsecamente estacionario, no estd disponible
la matriz ¥ y en principio es imposible estimar la tendencia. Sin embargo,
normalmente se suele trabajar en un dominio acotado D y podemos encontrar

una constante positiva A tal que C*(h) = A—~(h)>0,Vh € D (y por tanto

esta funcién es un covariograma vélido en ese dominio); la funcién C*(h) se
suele denominar “pseudo-covariograma” (o covarianza localmente equivalente;
ver p.e. Chiles y Delfiner, 1999, seccién 4.6.2). Si utilizamos C*(h) en lugar del
covariograma en la estimacién de la media (o en las ecuaciones del predictor del
KU), la constante A se cancela y obtenemos los mismos resultados (sin embargo

las varianzas si que dependen de esta constante).

4.2 MODELOS PARAMETRICOS DE VARIOGRAMAS

Los variogramas deben ser condicionalmente semidefinidos negativos, una
propiedad que los estimadores normalmente no poseen. Tradicionalmente esto se
remedia ajustando un modelo paramétrico vélido al estimador piloto (seccién
4.3). En la seccién 4.2.1 se comentan algunas aproximaciones para la obtencién
de modelos vélidos de semivariogramas y a continuacién, seccién 4.2.2, se tiene

una revisién de los modelos isotrépicos tradicionalmente utilizados en
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geoestadistica. Estos modelos son empleados también en algunos casos como
estructuras bédsicas a partir de las cuales se construyen modelos mds complejos
como los denominados modelos lineales de regionalizacion. Este tipo de modelos

son tratados en la seccién 4.2.3.

4.2.1 Obtenciéon de modelos paramétricos

Entre las principales aproximaciones para la obtenciéon de modelos de
semivariograma (o covariograma) destacan las basadas en la representacion
espectral (seccién 2.2). Por ejemplo, teniendo en cuenta (2.22), a partir de la

funcién (isotrépica) de densidad espectral:
2-4 _
g(N) = 4™ PD(HIAP,
se obtiene el modelo isotrépico de semivariograma:

0 sih=0

h|0) =
7(18) co +b[h| sih =0

(4.12)

denominado modelo lineal; donde 0 = (cy,b)", siendo ¢y > 0 el efecto nugget y
b > 0 el pardmetro de escala. Este modelo es vélido en R?, Vd > 1.

Otra alternativa que puede ser de interés es la basada en la
representacién del proceso Z(-) como la media mévil de un proceso espacial

independiente:
Z(s) = Jpa fx —s)W(x)dx + £(s),

siendo f una funcién real cuyo cuadrado es integrable en R, W(-) un proceso
espacial ruido blanco de media cero y varianza unidad y &(s) es un proceso
ruido blanco de media cero, independiente de W(s) y con varianza ¢;. A partir
de esta expresién se deduce que el proceso Z(-) es estacionario de segundo orden

y su variograma (acotado) viene dado por:
29(b) = 2¢9 + [, (f()f(x — b))’ d., (4.13)

para h = 0 (ver p.e. Barry y Ver Hoef, 1996, apéndice A). Teniendo en cuenta
este resultado se puede pensar en utilizar parametrizaciones de la funcién f de
forma que la integral (4.13) admita una solucién explicita. Por ejemplo,

considerando la funcién definida en R!:
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f(x) = ﬁj{—anSO}a
se obtiene el semivariograma lineal-acotado:

0 sih =0
Y(h|0) = ey +blh| si0<|h|<a (4.14)
co+ba si|h]>a

siendo 0 = (cg,a,b) con ¢g >0, a>0y b>0.

Algunos de los resultados mostrados en la seccién 2.2 (y otros similares)
son utilizados también para la obtencién de modelos vélidos de variogramas o
covariogramas (por ejemplo, en ocasiones se recurre a la propiedad (2.8) para
obtener nuevos modelos a partir de los ya conocidos). Referencias con

informacién adicional sobre este tema que pueden ser de interés son por ejemplo

Yaglom (1986), Christakos (1992) o Chiles y Delfiner (1999, secciones 2.3 y 2.5).

4.2.2 Modelos paramétricos isotrépicos

A continuacién se presentan algunos de los modelos paramétricos de
semivariograma conocidos, una revisién mdas completa se tiene por ejemplo en
Chiles y Delfiner (1999, seccién 2.5.1). En la notacién utilizada en las
parametrizaciones ¢y > 0 representa el efecto nugget, ¢; > 0 el umbral parcial
(en el caso de variogramas acotados) y a > 0 el rango (si existe) o el pardmetro
de escala. En el caso de semivariogramas acotados que alcanzan el umbral
asintéticamente (rango infinito), el pardmetro a representa el rango prdctico,
definido como la distancia en la que el valor del semivariograma es el 95% del
umbral parcial.

Los modelos isotrépicos de semivariograma mds utilizados en
geoestadistica son:

* Modelo esférico:
0 si|h||=0

3|k 1(||h||

3
— e I — ] <
+(h]6) co+c1{2 = )} $0<|h] <a

¢+ ¢ si||h|| > a

valido en R?, d =1,2,3.
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Modelo exponencial:

0 sih=0

h|0) =
7(B18) o +01(1—6Xp(—w)) sih=0

valido en R?, Vd > 1.

Modelo racional cuadratico:
0 sih =
v(h|0) = ) |k

valido en R?, Vd > 1.

Modelo potencial:
0 sih=0
7(h|8) =

¢g +a|h]} sih=0

con 0 <A <2 y vélido en ]Rd, Vd>1. En el caso de A =1 se
obtiene el conocido modelo lineal (4.12).

Modelo exponencial-potencial:

0 sih=0

V(B[6) = o +01[1—exp[—3(@))\]] sih=0 (4.15)

con 0<A<2 y vdlido en R?, Vd >1. Cuando \ =2 (4.15) es
denominado modelo gausiano; este modelo sin embargo no deberfa ser
utilizado en la prediccion espacial debido a las inestabilidades numeéricas
que produce en los algoritmos kriging (especialmente cuando el efecto
nugget es grande; ver p.e. Wackernagel, 1998, pp. 120-123). El modelo

exponencial se obtiene también como caso particular cuando A = 1.

Modelo oscilatorio:

1(h|6) =



Modelado de la dependencia espacial 71

valido en RY, d =1,23. Este modelo con forma de onda (hay
correlaciones negativas) alcanza su valor méximo ( ¢y + 1.218¢; ) cuando

|h| ~ 4.5a, siendo a el pardmetro de escala.

* Modelo de Matérn (o K-Bessel):
0 sih=20

i) = +01[1_Qv—llr(u)(@)yf(y(@)] Sih=0

siendo v > 0 y K, la funcién de Bessel modificada de tercera clase
de orden v (ver p.e. Abramowitz y Stegun, 1965, pp. 374-379). Este
modelo es valido en Rd, Vd > 1. El modelo exponencial se obtiene
como caso particular cuando v = % y en el limite v — oo el modelo
gausiano.

En la figura 2.3 se tienen algunos ejemplos de las formas de algunos de

estos semivariogramas.

h h

— Esf. —— Exp. ---" Rac. cua. —=X=0.5 —7X=1 """ X=1.5

Figura 2.3: Representaciones de algunos los modelos paramétricos isotrépicos de

semivariogramas: (a) esférico, exponencial y racional cuadratico con pardmetros

co=1,¢ =4y a=25;(b) modelo potencial con ¢y =1, a =1y A =0.5,1
(lineal) y 1.5.
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4.2.3 El modelo lineal de regionalizacion

Estos modelos se basan en la suposicién de que el proceso Z(-) puede

expresarse como’:
q
Z(s) = Y Y, (s) + 1,
k=0

donde Y (s) son procesos mutuamente independientes, de media cero e
intrinsecamente estacionarios (o de segundo orden) con semivariograma -y;(h)
(que se supone es un modelo paramétrico elemental). A partir de esto se deduce

que el semivariograma del proceso Z(-) viene dado por:
Lo,
2() = 3 av,(h) . (4.16)
k=0

Los modelos de la forma (4.16) son denominados modelos lineales de
regionalizacion, también conocidos en la literatura como “nested models” o
modelos anidados. Uno de los modelos bdsicos v;(h) suele ser un modelo efecto
nugget y el resto algunos de los modelos mostrados en la seccién anterior con
efecto nugget nulo y umbral unidad. Ademds, cada modelo bdsico puede ser
isotrépico o disponer de algiin tipo de anisotropia (seccién 2.2.2); por ejemplo en

ocasiones se suponen con anisotropia geométrica y por tanto tendriamos que:

Ye(h) = 7, (1Azh)
siendo A, k = 0,...,q matrices d X d. De esta forma estos modelos pueden ser lo

suficientemente flexibles como para modelar la mayorfa de situaciones que se
pueden presentar en la practica. Sin embargo, es dificil establecer un
procedimiento automético (o semi-automdtico) para la seleccién y el ajuste de
este tipo de modelos. Esto provoca que el proceso normalmente se realice en la
practica de forma interactiva por el usuario y utilizando principalmente
herramientas gréficas; siendo por tanto poco recomendables para algunos casos.

En primer lugar hay que especificar el nimero y tipo de estructuras bédsicas, y

’ Realmente no es necesario considerar esta representacién (relacionada con el

denominado kriging factorial, e.g. Goovaters, 1997, seccién 5.6); estos modelos también
se pueden obtener simplemente considerando las propiedades 1 y 2 del semivariograma

mostradas en la seccion 2.2.1.
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en segundo lugar (aunque se suele hacer en la préctica de forma simultdnea)
estd el problema de la estimacién de los pardmetros, donde puede ser
especialmente complicado la determinacién de los rangos y los pardmetros de
anisotropia de los distintos componentes. Ver por ejemplo Goovaerts (1997,

seccién 4.2.4) para més detalles sobre el uso en la practica de éste tipo de modelos.

4.3 PRINCIPALES METODOS PARA EL AJUSTE DE UN MODELO

VALIDO

Como ya se comenté anteriormente, en general los estimadores del
variograma no pueden ser usados directamente en la prediccién espacial; no son
condicionalmente semidefinidos negativos y eso puede causar por ejemplo
estimaciones negativas de la varianza kriging. Este problema normalmente se
remedia buscando un modelo paramétrico valido que describa adecuadamente la
dependencia  espacial  presente en los datos.  Supongamos  que
P ={2v(h;0):0 € ©}, donde 2vy(h;8) es un variograma valido en RY
(normalmente isotrépico), es la familia parametrizada de variogramas escogida.
Se trata de encontrar el mejor elemento de P, para lo que se han propuesto
diversos criterios de bondad de ajuste (ver p.e. Cressie, 1993, seccién 2.6). Entre
ellos hay que destacar los basados en minimos cuadrados y en mé&xima

verosimilitud, descritos a continuacién.

4.3.1 Minimos cuadrados

Supongamos que 2v(h;0) es el variograma teérico y que §; = J(h;), i =
1,...,K, son las estimaciones del semivariograma obtenidas utilizando algin tipo
de estimador piloto (p.e. alguno de los mostrados en la seccién 4.1.1).
Normalmente, siguiendo las recomendaciones sugeridas por Journel y Huijbregts
(1978, p. 194), solamente se consideran en el ajuste saltos menores o iguales que
la mitad del mdximo salto (i.e. ||h;| <imax{[s;, —s[|}); y, si se utiliza el
estimador empirico (o uno similar), de forma que el nimero de aportaciones a

cada estimacién sea por lo menos de treinta (i.e. |[N(h;)| > 30).
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Habitualmente (e.g. Cressie, 1993, p. 96-97) la estimacién por minimos

cuadrados de 0 se obtiene al minimizar:

(4 —~(8))" V(8) (4 —~(8)). (4.17)

siendo 4 = (J(hy),...,5(hg))", ~(0) = (v(hy;0),...,7(hg;0)) y V(0) una matriz
K x K semidefinida positiva que puede depender de 0, considerando alguno de
los siguientes casos:
*  Minimos cuadrados ordinarios (m.c.o.): cuando V(0) = I, siendo Iy
la matriz identidad K x K .
*  Minimos cuadrados ponderados (m.c.p.): si se considera que
V(0) = diag(w(0),...,wg(0)), con w;(0) >0, i = 1,..., K. Normalmente
se suele tomar estos pesos inversamente proporcionales a Var(y(h;)).

*  Minimos cuadrados generalizados (m.c.g.): si V(0) = 24{(9)_1

, siendo
34(0) la matriz de covarianzas (asintdtica) de 4 obtenida suponiendo
que el variograma teérico es 2y(h;0).

Sin embargo esta aproximacién ha recibido algunas criticas debido a que
la matriz de pesos utilizada en al ajuste depende también del pardmetro sobre el

que se realiza la minimizacién. Otra alternativa serfa intentar obtener 0, de

forma que minimizara:

(A —1(8)) V(8)(4 — ~(8)), (4.18)
sin embargo esto no es en principio posible ya que (4.18) depende del verdadero
valor 0, desconocido. Para solucionar este problema se puede pensar en
proceder de forma iterativa; comenzando con una estimacién inicial égo),
obtenida por ejemplo mediante m.c.o., y posteriormente en cada etapa k obtener

()

una nueva aproximacién 0y’ al minimizar:

(4 —~(0)) V(6(" ) (4 —~6)), (4.19)

repitiendo este proceso hasta convergencia (realmente la mayoria de los
algoritmos disenados para el ajuste por minimos cuadrados proceden de esta
forma).

Es importante senalar también que al utilizar el criterio m.c.g. el cédlculo
de la matriz de covarianzas 34(0) generalmente no resulta facil; por ejemplo en

Cressie (1985) se tienen las expresiones (suponiendo normalidad) para el
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estimador empirico (4.3) y el estimador robusto (4.7) (en Cressie 1993, p. 96 hay
un pequeno sumario). Esto produce que la minimizacién de la funcién objetivo
(4.17) (o (4.19)) sea computacionalmente prohibitiva en muchos casos. Por este
motivo se han considerado simplificaciones al método de minimos cuadrados
generalizados; por ejemplo, Genton (1998) propuso utilizar en lugar de X4(0)
una matriz de covarianzas obtenida suponiendo datos independientes y
regularmente espaciados (dando la expresion explicita de esa matriz).

El método de minimos cuadrados ponderados puede verse como un
compromiso entre la eficiencia del método de m.c.g. y la simplicidad del método

de m.c.o.. Ademds, suponiendo normalidad y que el variograma tedrico es

27(h;8), Cressie (1985) probé que:

-0)2
Var(3(h;)) ~ 2%, (4.20)

en el caso del estimador empirico (4.3); y para el estimador robusto (4.7):

= ~ (hi§ 9)2
Var(¥(h;)) ~ 2.885 TN

siendo esta aproximacién incluso mejor que en el caso anterior'”. Proponiendo en

estos casos la minimizacién de:

K
> w;(0)(4(h;) — v(h;;0))*, (4.21)
=1

siendo w;(8) = |N(h;)|/~(h;;0)?, como aproximacién al criterio m.c.p.. De esta
forma sin embargo los pesos dependen del pardmetro 0 (y al minimizar (4.21)
en cierto sentido se estdn maximizando también las varianzas), por lo que puede
ser preferible utilizar el algoritmo iterativo descrito anteriormente''.

Estos criterios de ajuste tiene unas propiedades interesantes: cuanto
mayor sea | N(h;)| mayor peso recibe el residuo en el salto h; y ademds, cuanto
mas pequeno sea el valor del variograma teérico mayor peso recibe también el
residuo correspondiente. Por este motivo, los saltos préximos al origen

tipicamente reciben mayor peso con lo que se consigue un buen ajuste del

" Genton (1998) generalizé estas aproximaciones para el caso de M-estimadores.
' Otra posible alternativa serfa tomar w; = |N(h;)|/4(h;)*, de esta forma se evitarfa el

tener que proceder de forma iterativa.
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modelo de variograma cerca del origen (esto es especialmente importante; ver
p.e. Stein, 1988, y comentarios en la seccién 3.4.2). Adicionalmente estos
métodos pueden ser implementados fdcilmente en la practica (de forma similar
al m.c.o.).

Aunque para obtener las expresiones (o aproximaciones) de las varianzas
y covarianzas de las estimaciones piloto se supone habitualmente que la
distribucién de los datos es normal, se puede probar ficilmente que los
procedimientos de ajuste obtenidos son también vélidos para el caso de datos
normales transformados (ver p.e. Cressie, 1993, p. 98). Esta es una de las
principales ventajas de los métodos m.c.p. o m.c.g. frente a otras alternativas;
como utilizan solamente la estructura de segundo orden (asintética) del
estimador del variograma, no es mnecesario hacer suposiciones sobre la
distribucién completa de los datos. De hecho la distribucién y eficiencia
asintética de los estimadores minimo cuadraticos ha sido estudiada por Lahiri et
al. (2003) (considerando una conducta asintética que combina dominio creciente
y de relleno; ver seccién 2.1), demostrando su consistencia y normalidad
asintética bajo condiciones muy generales.

Como ya se comenté en la seccién 4.1.2, en el caso del kriging universal el
ajuste se realiza normalmente siguiendo el procedimiento iterativo propuesto por
Neuman y Jacobson (1984). Sin embargo la estimacién basada en los residuos
introduce sesgos en la estimacién de los pardmetros del variograma. Otra
alternativa es tener en cuenta el sesgo del estimador piloto del variograma en el
ajuste. Beckers y Bogaert (1998) propusieron minimizar, utilizando el criterio de
minimos cuadrados, las diferencias entre las estimaciones piloto “p(h;)
obtenidas a partir de residuos m.c.o. y sus valores esperados F(9p(h;))
obtenidos de forma andloga a (4.11). Sin embargo, teniendo en cuenta las
observaciones realizadas en la secciéon 4.1.2, en la mayorfa de los casos no es

realmente necesario utilizar esta aproximacién.

DETALLES PRACTICOS Y COMPUTACIONALES

Para la minimizacién de la funcién objetivo (4.17) (o (4.19)) es necesario
utilizar algoritmos de minimizacién multidimensional no lineal. Segin la

experiencia personal, después de haber considerado distintos métodos, es
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recomendable utilizar un procedimiento iterativo que combine regresion lineal
m.c.p. (o m.c.g., segin el caso) con un algoritmo Levenberg-Marquardt no lineal
con restricciones en los pardmetros. Hay que tener en cuenta que los modelos
paramétricos normalmente considerados (p.e. los mostrados en la seccién 4.2)
son funciones lineales del efecto nugget y del umbral parcial si se fijan el resto
de pardmetros.

Por ejemplo en el caso de m.c.p. el procedimiento serfa el descrito a

continuacion; en la k-ésima iteracion:

1. Se recalculan los pesos:

o — Nl
’Y(hi;egk 1))2
donde ég)k_l) es la aproximacién obtenida en la iteracién anterior. En
la primera iteracion se igualan los pesos a 1 (m.c.o.).

2. Se estima el efecto nugget y el umbral parcial por regresiéon lineal
m.c.p. (fijando los deméds pardmetros); si alguno de los valores resulta
negativo, se iguala a cero y el otro pardmetro se estima de nuevo.

3. Se estiman el resto de pardmetros (fijando el efecto nugget y el
umbral parcial) utilizando un algoritmo Levenberg-Marquardt
modificado con restricciones en los pardmetros (rutina BCLSF de la
IMSL).

En el caso de la estimacién por m.c.g. el algoritmo es similar; en la &

ésima iteracién:

1. Se calcula EQ(égk_l)), se obtiene la factorizacion de Cholesky

Eﬂ(é(ok_l)) = LL' y se calcula L!. En la primera iteracién se
sustituye esta matriz por la matriz identidad Iy (m.c.o.).

2. Se estima el efecto nugget y el umbral parcial por regresién lineal
m.c.g. (para ello es recomendable utilizar la matriz L' obtenida en el
paso anterior y un algoritmo de m.c.o. lineal); procediendo de modo
analogo al caso anterior si alguno de los valores resulta negativo.

3. Se estiman el resto de pardmetros utilizando el algoritmo Levenberg-
Marquardt para minimizar F(@)'F(0), siendo F(8) = L1 (4 — ~(0)).

Estos algoritmos requieren fijar unos valores iniciales de los pardmetros,

salvo para el efecto nugget y el umbral parcial; aunque varias pruebas
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mostraron que los ajustes obtenidos no dependen aparentemente de los
pardmetros iniciales utilizados. En el caso de los pardmetros de escala espacial
una préctica habitual es fijar el rango (practico) igual a la mitad del salto
méaximo considerado en el ajuste. Otra aproximacién consiste en ajustar rectas
por m.c.o. a las estimaciones piloto del variograma en ciertos saltos para obtener
aproximaciones iniciales a los valores buscados (e.g. Ferndandez-Casal, 1995).

Hay que tener en cuenta los problemas y limitaciones de los algoritmos de
minimizaciéon no lineal multidimensional. Uno de los problemas més frecuentes es
la convergencia del método hacia un minimo local; por ello, independientemente
del algoritmo elegido para realizar el ajuste, es conveniente representar

graficamente el variograma ajustado junto a las estimaciones piloto.

4.3.2 Estimacion basada en maxima verosimilitud

La estimacién por méxima verosimilitud es un método muy conocido en
la inferencia estadistica paramétrica, aunque su empleo en geoestadistica ha sido
relativamente reciente (a partir de mediados de los 80). Si suponemos que la
distribucién de los datos es normal, se puede deducir facilmente la expresién de
la funcién de verosimilitud y obtener las estimaciones de los pardmetros
buscando los valores que la maximizan.

A lo largo de esta seccién se supondra por tanto que la distribucién de los

datos es normal:
Z ~ N(X3,Y), (4.22)

donde ¥ = ¥(0), utilizando la notacién de secciones anteriores.
MAXIMA VEROSIMILITUD (MV, ML)
Suponiendo (4.22), la funcién de densidad de los datos es:

f() = 2m) |3} exp{—§<z —XB)' Sz - xa)} . (4.23)

Ademsds en la mayoria de los casos podemos reparametrizar el covariograma de

forma que:

> = o%V(0), (4.24)
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siendo o2 la varianza (desconocida). A partir de (4.23) y (4.24) se deduce que la

expresion del logaritmo negativo de la funcién de verosimilitud (LNV) es:

1(8,6,0|2) = 2 In(2m) + S1n(o?) + 2 In| V(8)
+-5(2 - XB)'V(0) (2~ XB),

(4.25)

donde | V(0)| denota el determinante de la matriz V(0).

Las estimaciones de los pardmetros (6,9,02) se obtendrdn minimizando
(4.25). Un resultado bien conocido es que el minimo de (4.25) se obtiene,
independientemente de 0, para:

B = (X'V(6)'X)"'X'V(0) 'Z, (4.26)
62 — Lz — XBYV(0)(Z — XB). (4.27)
n
Por tanto la funcién a minimizar respecto a 0 es:

1(012) = 1(3,6,6°|2) = S n(2r) + 5 In(6%) + %ln|V(9)| +2 ()

Para ello es necesario utilizar algoritmos de minimizacién multidimensional no
lineal. Ademds hay un problema adicional en la minimizacién de (4.28) y es la
posible multimodalidad de esta funcién (ver p.e. Mardia y Watkins, 1989). Por
tanto habria que asegurarse de que el algoritmo elegido no converge a un
minimo local. Al final de esta seccién se tienen algunos detalles computacionales
para la minimizaciéon de esta funcién. Si 0 es la estimacién de © obtenida al
resolver este problema, sustituyendo en (4.26) y (4.27) obtenemos las
estimaciones de los demads pardametros.

El comportamiento asintético (bajo dominio creciente) de estos
estimadores ha sido estudiado por Mardia y Marshal (1984), dando condiciones
(no muy faciles de chequear en la préctica) para su consistencia y normalidad
asintética (ver también Cressie, 1993, seccién 7.3.1). Sin embargo existen
numerosos ejemplos en la literatura donde se observa que los estimadores de o>
y 0 pueden tener un sesgo considerable (especialmente cuando la tendencia no
es constante), algo que es bastante conocido en la estimacién de la varianza con
datos independientes. Este es uno de los principales problemas de la estimacion
MV, que se puede resolver (por lo menos en parte) utilizando la variante de este

método mostrada a continuacion.
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MAXIMA VEROSIMILITUD RESTRINGIDA (MVR, REML)

El método de MVR se basa en la idea de filtrar los datos de forma que la
distribucién conjunta no dependa de 3. Se trata de maximizar la verosimilitud

de m = n — p — 1 contrastes de error linealmente independientes:
Y = AZ, (4.29)

siendo A una matriz m xn de rango m y tal que AX =0 (i.e. E(Y)=10);
estas combinaciones lineales se denominan también habitualmente incrementos
generalizados. Por ejemplo, podemos construir una matriz A a partir de la

matriz de proyeccién:
P=1I, - XXX) X’ (4.30)

eliminando p + 1 filas (ya que esta matriz es de rango m).

Bajo la hipétesis de normalidad (4.22) se tiene que:
Y - N(0,AXA), (4.31)

y por tanto la distribucién de los incrementos generalizados no depende de 3. A
partir de (4.31) podemos obtener la expresién del LNV de forma andloga al caso
anterior. Siguiendo el mismo proceso obtendriamos que la funcién objetivo a
minimizar es igual a (4.28) reemplazando Z por Y, m por n, V(0) por

Vy(0) = AV(0)A’ y eliminando X3 :
L(OIY) = 18,63 1Y) = T in@m) + T n(6}) + %1n|vy<e)| +2, (1)
siendo:
63 = lY’Vy(e)—lY.
m

Adicionalmente Harville (1974) demostré que las funciones de verosimilitud de
distintos incrementos generalizados son iguales salvo una constante y que se
pueden obtener expresiones simplificadas seleccionando la matriz A de forma

que A’A =1, — X(X'X)"!X" y AA’ =1,,; resultando en este caso:

L(8]Y) = L(0,62|Y) = %m(zw) + %m(&%) — %|X’X|

' ' " (4.33)
+§\X'V(e)—1x\ + 5[ V(O)| + .
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62 = 1z XBYV(0) '(Z - XB). (4.34)

T m
En general se da por hecho que la estimacion MVR mejora, a veces
significativamente, los resultados obtenidos con la estimacién MV (sobre todo si
p es grande comparado con n). Realmente numerosos estudios de simulacién
(e.g. Zimmerman y Zimmerman, 1991; Ferndndez-Casal et al., 2003b; capitulo 9)
han demostrado que el sesgo en las estimaciones de los pardmetros del
variograma es en general menor; aunque no se han estudiado todavia las

propiedades asintdticas tedricas de estos estimadores.

DETALLES PRACTICOS Y COMPUTACIONALES

Ademis del problema ya comentado de multimodalidad de la funcién de
verosimilitud, hay que tener en cuenta que para evaluar las expresiones
anteriores son necesarios calculos matriciales. Como las dimensiones de estas
matrices pueden ser grandes en la préactica, es especialmente aconsejable en este
caso realizar los cdlculos utilizando la mé&dxima precision posible; en caso
contrario pueden aparecer problemas numéricos debido a la acumulacién de
errores de redondeo (esto es especialmente importante en la estimacién MVR si
se utiliza (4.30) y (4.32)).

En el caso de MV el procedimiento recomendado a seguir serfa el
siguiente:

1. Reparametrizar el covariograma de forma que se verifique (4.24). Por

ejemplo en el caso de los semivariogramas mostrados en la seccién
4.2.2, si ¢y es el efecto nugget y ¢ el umbral parcial, en lugar de
éstos pardmetros se considerarfan la varianza (umbral) o = ¢y + ¢ v
la proporcién de nugget en el umbral total ¢j = ¢ /(cog + ¢;) (lo que
equivale a suponer en las expresiones del covariograma que ¢, =1 y
0<cy<1).

2. Utilizar un algoritmo micro-genético para la minimizacién de (4.28)

(detalles sobre este tipo de algoritmos se tienen p.e. en Goldberg,
1989); de esta forma se evitan, entre otras cosas, los problemas
relacionados con minimos locales.

Los pasos a seguir en el cédlculo de (4.28), para unos valores de 0, serian los

siguientes (entre paréntesis las rutinas correspondientes de la libreria IMSL):
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3. Calcular V =V(0) y su factorizaciéon de Cholesky V = LL'
(DLFTDS).

4. A partir de la factorizacién calcular |V| y L1 (DLFDDS).

5. Calcular Z* = L'Z y X* = L'X. Obtener 3 y 62, dados por (4.26)
y (4.27), al minimizar (Z* —X'8) (Z* —X*8) utilizando un
algoritmo m.c.o. lineal (DRLSE).

6. Finalmente evaluar (4.28).

Los pasos 3 a 6 habrd que repetirlos para cada iteraciéon del algoritmo
micro-genético por lo que el tiempo de computaciéon puede ser grande
(comparado con otros métodos més sencillos como el de m.c.p.). Ademds este
algoritmo normalmente no depende de los valores iniciales elegidos; aunque es
importante, para la velocidad de convergencia y la obtenciéon de los valores
6ptimos, determinar de forma adecuada los valores minimos y méaximos de los
pardmetros.

En el caso de la estimacién MVR disponemos de dos opciones: una
consistiria en obtener en primer lugar la matriz A a partir de (4.30), calcular
los correspondientes incrementos generalizados (4.29) y posteriormente
minimizar (4.32); la otra opcién consistiria en utilizar las expresiones (4.33) y
(4.34). Aunque numerosos autores utilizan la primera de las opciones (e.g.
Pardo-Igtizquiza, 1997), es recomendable utilizar la segunda opcién por requerir
normalmente un menor tiempo de computaciéon y para evitar posibles problemas
de redondeo (relacionados con el cédlculo inicial de (4.30)), sobre todo si el
numero de observaciones es grande (p.e. mas de 200).

Comparando las expresiones (4.28) y (4.33) se observa que la principal
diferencia es el calculo del determinante de la matriz X'V(0)1X = (X*)'X*,
utilizando la notacién anterior. Por tanto el algoritmo serd andlogo al de MV,

calculando en el paso 6 este determinante antes de evaluar (4.33).

4.3.3 Algunos comentarios sobre los distintos métodos

Podemos afirmar que los métodos de estimaciéon basados en minimos
cuadrados son los utilizados con mayor frecuencia en geoestadistica. Por el

contrario la estimacién por méxima verosimilitud ha sido objeto de debate en
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los tltimos anos, con numerosos comentarios en la literatura a favor (e.g. Pardo-
Igizquiza, 1998) y en contra (e.g. Ripley, 1988) de este tipo de métodos.

Una ventaja de los métodos de méxima verosimilitud es que permiten
estimar de forma conjunta 3 y 0 directamente de los datos (y no es necesario
calcular estimaciones piloto del variograma). Los problemas numéricos
relacionados con este tipo de estimacién se pueden resolver en la préactica
utilizando por ejemplo el algoritmo propuesto anteriormente; aunque el tiempo
de computacién aumenta notablemente cuando el nimero de datos es grande.
Ademsds la estimacién por méxima verosimilitud tiene una conexién directa con
la estimacién tipo Bayes (e.g. Handcock y Wallis, 1994). Sin embargo, uno de
los principales inconvenientes normalmente achacados a estos métodos es que la
hipétesis de normalidad es dificil (o méds bien imposible) de chequear en la
practica a partir de una unica realizacién parcial del proceso. Otro problema que
también se debe tener en cuenta al utilizar estos métodos es su falta de robustez
cuando hay valores atipicos (outliers) en los datos.

No obstante es de esperar que las estimaciones obtenidas con los métodos
de méaxima verosimilitud sean més eficientes cuando la distribucién de los datos
se aproxima a la normalidad y el modelo paramétrico estd especificado
correctamente (especialmente con la estimaciéon MVR); aunque no estd claro si
esta mejora es realmente significativa comparada con otros métodos mads
sencillos como el de m.c.p.. De hecho, bajo la hipétesis de normalidad,
Zimmerman y Zimmerman (1991) observaron, al comparar mediante simulacién
las estimaciones obtenidas utilizando distintos métodos (entre ellos MV, MVR,
m.c.0., m.c.p. y m.c.g.), que el método de m.c.p. era a veces el mejor
procedimiento y nunca resultaba malo (considerando el sesgo, el error en media
cuadratica y la cobertura del intervalo de prediccién al 95%). Ademsds, los
métodos de minimos cuadrados sélo utilizan la estructura asintética de 2° orden
del estimador piloto (no es necesario hacer suposiciones sobre la distribucién
completa de los datos), por lo que resultan ser mas robustos que los de méxima
verosimilitud cuando no se conoce por completo la distribucién de Z (e.g.
Carroll y Ruppert, 1982) y son adecuados incluso cuando la distribucién de los
datos no es normal (aunque en ese caso pueden no ser los 6ptimos). Los
comentarios anteriores, ademdas de su fdcil implementacién, justifican que el

método m.c.p. sea el preferible para muchos autores.
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Por otra parte, si se asume un modelo paramétrico habra que asegurarse
en la practica de que esa suposicién es adecuada. Diblasi y Bowman (2001)
propusieron un método basado en la estimacién no paramétrica para contrastar si
el variograma tedrico es constante (i.e. si no hay dependencia espacial) aunque
lamentablemente todavia no estdn disponibles contrastes de hipdtesis que
permitan verificar si un determinado modelo paramétrico semivariograma es
apropiado. Para evitar posibles problemas relacionados con la mala
especificacién del modelo de variograma se puede pensar en su estimacién de
forma no paramétrica (secciéon 4.5). En este caso los métodos de minimos
cuadrados serdn claramente preferibles a los basados en maxima verosimilitud.

Para comparar el ajuste obtenido con distintos modelos se pueden
considerar los correspondientes valores finales de la funcién objetivo utilizada;
por ejemplo los valores m.c.p. (o m.c.g.) correspondientes a su ajuste al
estimador piloto o los valores del LNV si se utiliza alguno de los métodos de
maxima verosimilitud (en este caso también se emplean en ocasiones criterios
para la seleccion de modelos que tienen en cuenta el nimero de pardmetros,
como p.e. el AIC — Aikaike Information Criterion). Sin embargo en muchas
ocasiones el objetivo final es la prediccién, por lo que se suele utilizar la técnica

de validacidon cruzada descrita a continuacion.

4.4 VALIDACION CRUZADA DEL MODELO AJUSTADO

El método de validacién cruzada es la técnica normalmente utilizada en
geoestadistica para verificar si un modelo de variograma describe
adecuadamente la dependencia espacial de los datos (ver p.e. Cressie, 1993,
seccién 2.6.4). Aunque también es utilizada en ocasiones para otros fines (ver
p.e. Isaaks y Srivastava, 1989, capitulo 15), entre ellos: comparar distintas
hipétesis sobre el modelo geoestadistico (tipo de modelo, vecindarios, etc.),
detectar observaciones atipicas o incluso para la estimaciéon de los pardmetros
del variograma (ultimo apartado de esta seccién). La idea bdsica es eliminar una
parte de los datos y utilizar el resto de los datos para predecir los datos
eliminados, entonces el error de prediccién puede deducirse del valor que se predice
menos el observado; repitiendo esto sobre varios conjuntos de datos se tiene una

idea sobre la variabilidad del error de predicciéon. No sélo suele interesar estudiar
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las predicciones, en general son también de interés las estimaciones del error
cuadratico de prediccién (varianza kriging).

Supongamos que Z_j(sj) es un predictor de Z(s;) obtenido, utilizando
alguno de los métodos de prediccién espacial, a partir de {Z(s;): i = j} y el

~

variograma ajustado 2v(-,0) (calculado utilizando todos los datos), y que
O'%j(Sj) es el correspondiente error en media cuadrdtica de prediccién. Hay
varias formas de medir la aproximacién de las predicciones a los verdaderos
valores, por ejemplo:

e La media de los errores tipificados
J IR
MET = Ejzl(z_j(sj) - Z(sj))/a_j(sj)
deberfa ser préxima a cero. Este no es un criterio muy adecuado (sobre
todo en el caso del KO) ya que los predictores kriging son insesgados
independientemente del modelo de variograma utilizado (ver p.e.

Yakowitz y Szidarovski, 1985).

e Fl error cuadrédtico medio adimensional:

1 /(5 2

ECMA = \/E;((z_j(sp —Z(s;))/ o—i(s;))
deberia ser proximo a uno. El valor de este estadistico puede
interpretarse como una medida de la concordancia entre las varianzas
kriging y las varianzas observadas. Teniendo en cuenta que si reescalamos
el variograma multiplicindolo por una constante, las predicciones con el
variograma reescalado son idénticas y las varianzas kriging serdn las
mismas multiplicadas por esa constante. Podemos pensar en “corregir”
un modelo de variograma'? de forma que ECMA sea igual a 1,

multiplicAndolo por ECMA?2.

e Fl error cuadratico medio:

2 En la prediccién espacial se supone que el variograma teérico es conocido. En la practica
el variograma es desconocido y hay que estimarlo, por lo cual la varianza kriging deberia
ser aumentada en un término correspondiente a esa estimacion (ver Cressie, 1993, seccién
5.3, y comentarios anteriores en la seccién 3.4.2); esto ademds puede agravarse en el caso

del KU. Se podria pensar en utilizar este criterio para corregir las varianzas de prediccion.
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ECM = =57 (Z_(s)) — Z(s,)) (4.35)

ni

deberia ser pequeno. El principal problema de este estadistico es que
asigna igual peso a todos los datos y no tiene en cuenta las posiciones
espaciales. Por lo general los errores son mayores en los puntos maés
alejados del resto de los datos (observaciones exteriores) y pueden tener
un efecto dominante en la media global. Se podria pensar en calcular una
media ponderada con pesos inversamente proporcionales a la varianza
kriging o a alguna medida de la distancia de una posicién al resto de los
datos.

* Diversos criterios graficos pueden ser también de interés como
herramientas de diagnéstico, como p.e. el diagrama tallo-hoja de los
residuos tipificados o gréaficos de normalidad.

Después de la validacién cruzada del variograma, si esta resulté ser
satisfactoria, se puede confiar en que la predicciéon basada en el modelo ajustado
27(,, é) es aproximadamente 6ptima y que las estimaciones del error en media
cuadrética de prediccién son bastante buenas (i.e. el modelo ajustado no es muy
incorrecto).

Uno de los principales problemas de esta técnica es el elevado coste
computacional (Cressie, 1993, p. 104). Con el método descrito en el siguiente
apartado, se puede obtener la validacién cruzada de un modelo de variograma

de forma rédpida y sencilla.

DETALLES PRACTICOS Y COMPUTACIONALES

En el caso de validacién cruzada la matriz kriging no es la misma para la
prediccién en las distintas posiciones, por lo que si se realiza el célculo de la forma
habitual (resolviendo n sistemas de orden n+ p) el proceso puede ser
notablemente lento, sobre todo si el nimero de datos es grande. Teniendo en
cuenta las expresiones de las ecuaciones kriging eliminando una observacién y
ademds que los métodos kriging son interpoladores exactos, se pueden deducir
facilmente las expresiones que permiten obtener las predicciones de validacién

cruzada a partir de la matriz kriging construida con el total de los datos.
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Supongamos de momento por simplicidad que la media es constante

(kriging ordinario). Si utilizamos el KO para predecir Z(sy) a partir de

Z = (Z(s1),...,Z(s,)) hay que resolver el sistema (3.11), que en este caso resulta

ser:
Y(s1.81) - (sy,s,) L)) ¥(80,81)
=, (4.36)
V(Snasl) ’V(Smsn) 1 )‘n V(SO’Sn)
1 1 ollm 1
Toxo =~o-

Supongamos que se elimina Z(s;) y que:
F X1 =71,

es el correspondiente sistema del KO para la prediccion en sy, a partir de
{Z(s;) : i = 1}. Entonces el sistema con todos los datos (4.36) puede escribirse

de la forma:

|
|

| I
0 y i

entonces (I'_4 )_1 =A—alyy’: por lo que los pesos y varianza kriging

eliminando® Z(s;) resultan ser:

* )\1
X=X 1——Y,
a
2
2 2 Al
91 = %k0 T 0

¥ Expresiones andlogas pueden obtenerse para el caso de eliminar m&ds de una
observacién y también las correspondientes a anadir nuevas observaciones. Estas
iltimas pueden ser de especial interés cuando se pretenden anadir nuevas posiciones a

una red de observacion.
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donde ‘7%(0 es la varianza kriging correspondiente a la prediccién con todos los
datos.
Para el caso de que sy = s;, tendrfamos que:

A= -

1
Xo = (1,0,...,0) = 1“ (4.37)
a

o2 = -

Ademas, para la obtencién de a e y no es necesario invertir la matriz T,
basta con resolver el sistema:
1
ol

a

y

o

Estos resultados son validos también para el caso del KU; ademsds,
reorganizando filas y columnas de la matriz del sistema obtendriamos los
resultados para las demds posiciones. Resumiendo, el procedimiento a seguir
serfa similar al descrito en la seccién 3.3:

¢ Obtener la factorizacion UDU’ de la matriz simétrica T, donde U es

una matriz triangular superior y D una matriz diagonal (rutina
LFTSF de la librerfa IMSL).

* Para cada posicién s; resolver el sistema:
Toy" = e,

siendo eg-i) = 0;; (delta de Kronecker), utilizando la factorizacién
anterior (rutinas LFSSF o LFISF de la libreria IMSL). Posteriormente
calcular la prediccion de validacién cruzada Z_;(s;) y la
correspondiente varianza kriging o2;(s;) segin (4.37), tomando
a = yl(i) e y el vector resultante de eliminar la fila i-ésima de y(i) .

Por tanto, cuando se calculan predicciones, se pueden obtener también

las medidas de validacién cruzada sin apenas coste computacional adicional.

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL VARIOGRAMA MEDIANTE VALIDACION

CRUZADA

Teniendo en cuenta las observaciones del apartado anterior se puede

pensar también en utilizar la técnica de validacién cruzada para la estimacion
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de los pardmetros del modelo de variograma. Podriamos considerar por ejemplo
el siguiente método:

1. Reparametrizar el modelo de semivariograma de forma que:

1(,0) = ay*(,07)
donde « >0 es el pardmetro de escala y 0" es el vector de
parametros que determinan la forma de la dependencia espacial (hay
que tener en cuenta que el pardmetro de escala « no influye en el
célculo de las predicciones; ver seccién 3.4.2)

2. Fijar el pardmetro de escala a un valor inicial, por ejemplo ay = 1.

3. Estimar los pardmetros 6* de modo que minimicen el error cuadratico
medio de validacién cruzada (4.35) (Bastin y Gevers, 1985) o alguna
versién ponderada (Fernandez-Casal, 2000).

4. Reajustar el pardmetro de escala de forma que las varianzas de

prediccién sean coherentes con lo observado en los datos (i.e.

ECMA = 1), tomando:
. 1<~// 5 2
q = aogz((z_j(sj) —Z(s))/o_i(s;)) -
7=1

En el campo de las series de tiempo se han considerado modificaciones del
método tradicional de validacién cruzada para la obtencién de predicciones més
eficientes bajo la presencia de dependencia temporal, eliminando en el calculo de
los errores de validacién cruzada (ademds de la observacién de prediccion)
varias observaciones cercanas (e.g. Hérdle y Vieu, 1992). Estas modificaciones
pueden ser implementadas también para el caso de dependencia espacial; si
ZAk’ j(s;) es el predictor de Z(s;) y a,i j(8;) la varianza kriging considerando el
total de datos menos las k observaciones mds “cercanas” a la posicién espacial
s; (seleccionadas utilizando por ejemplo el semivariograma como distancia),
bastarfa con utilizar estos valores el los pasos 3 y 4 del método anterior. Sin
embargo, en este caso las observaciones exteriores incrementardn ain mé&s su
influencia en el error cuadrdtico medio, por lo se deberia utilizar una versién

ponderada; por ejemplo:

ECMP = %Zwm (Z15(s5) — Z(sj))2 , (4.38)

D iy Wk =1
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siendo wy, ; =1/ ‘71@ ((s;). Sin embargo, como ya se comenté anteriormente, para

una prediccién (asintéticamente) eficiente es importante capturar la conducta
del variograma cerca del origen, por lo que no se deberfan eliminar
observaciones proximas. Se puede pensar en una modificacién adicional del
método anterior que tenga también en cuenta esta informacién; por ejemplo,

minimizando en el paso 3 una versién acumulada de (4.38):

ECMA:ij in le (2 —26s) . (4.39)
i=1 2= Vi =1

y en el paso 4 tomando:

kK n
= a0 20 ((Zuste) = 26)) s
i=1 j=1

Ferndndez-Casal (2000) comparé los métodos de validacién cruzada
correspondientes a (4.38) y (4.39) con el método de m.c.p. mediante simulacién.
En general, observé que los métodos de validacién cruzada (al contrario de lo
que podria pensarse en un principio) obtienen mejores resultados en el caso de
mayor dependencia espacial y se ven muy poco afectados por la presencia de
una tendencia (kriging universal). Ademds, la eliminacién de mds de una
observacién no mejora significativamente la eficiencia de las predicciones pero
puede mejorar notablemente las estimaciones de las varianzas de prediccién si se
utiliza la versién acumulada. En cuanto a las estimaciones de los pardmetros
observé que, en general, producen estimaciones mads eficientes del efecto nugget
y del umbral parcial (sobre todo en el caso del kriging universal y al utilizar la
versién acumulada), mientras que las estimaciones del rango son peores (debido
quizds a que este pardmetro influye menos en las predicciones obtenidas). Por
tanto los métodos de validaciéon cruzada pueden ser una alternativa al método
de minimos cuadrados, especialmente en el caso del kriging universal o de
tamanos muestrales pequenos.

Otra aproximacién distinta, propuesta por Samper y Neuman (1989),
consiste en maximizar la verosimilitud de los errores de validaciéon cruzada
(suponiendo normalidad). Aunque este método ha recibo algunas criticas (e.g.
Cressie, 1993, p. 103), debido a que los datos considerados en la estimaciéon MV

dependen también de los pardmetros a estimar.
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4.5 APROXIMACIONES FLEXIBLES PARA EL MODELADO DE LA

DEPENDENCIA ESPACIAL

El principal problema al considerar modelos paramétricos es la posible
mala especificaciéon del modelo de variograma. En ocasiones puede ser dificil
encontrar una familia parametrizada que se acomode a la forma del estimador
piloto, por lo que el ajuste finalmente obtenido resulta poco satisfactorio. A
continuaciéon se hace una pequena revisién de las distintas propuestas para
solucionar este problema, basadas en la idea (no paramétrica) de disponer de

mayor flexibilidad en el modelado espacial.

4.5.1 Discretizacion de la distribucion espectral (Shapiro-Botha)

Shapiro y Botha (1991) propusieron una aproximacién flexible vy
facilmente implementable en la préctica para el ajuste de un modelo vélido de
variograma. Esta aproximacién, que podriamos clasificar como no parameétrica,
ha sido posiblemente la que mayor tratamiento ha recibido en la literatura de
las comentadas en esta seccién. A partir de la representacién espectral (2.17) de
un covariograma isotrépico obtuvieron una amplia familia de modelos de
variogramas; por tanto solamente consideraron variogramas isotrépicos
acotados'. Teniendo en cuenta la relacién (2.20), la expresion del
semivariograma (no nec. continuo) de un proceso estacionario de segundo orden
isotrépico es de la forma:

vg—v(r) sir>0

4.40
0 sir=20 ( )

(r) =

" Es importante destacar que la hipétesis de estacionariedad de segundo orden
realmente no es muy restrictiva en la préactica. Siempre se puede suponer que hay
independencia a partir de una distancia a que puede ser mayor que el rango
considerado. Por ejemplo, si consideramos el semivariograma lineal (4.12) y el
semivariograma lineal con umbral (4.13), las predicciones kriging utilizando ambos
modelos (con la misma pendiente y efecto nugget) coincidirén si no es necesario evaluar

el semivariograma a distancias mayores que a.
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siendo vy una constante positiva y v(r) una funcién semidefinida positiva

continua en el origen (i.e. un covariograma), que admite la representacién:
o0
u(r) = fo ka(Ar)AG(N) (4.41)

donde k4(-) estd definida por (2.16) y G es una funcién positiva, acotada y no
decreciente en [0,00). Reciprocamente, cualquier funcién verificando (4.40) y
ademds vg—v(r) >0, Vr > 0, es un variograma isotrépico vilido en R,
Adicionalmente, como una funcién semidefinida positiva estd acotada en valor
absoluto por su valor en el origen (ec. (2.6)), esta ultima condicién es

equivalente a:
vo — (0) = vy — fo TG\ > 0. (4.42)

El caso de que ¢y = vy — v(0) > 0 indicard la presencia de un efecto nugget.

En este caso, teniendo en cuenta los resultados anteriores, el problema del
ajuste de un modelo de variograma se reduce a encontrar una constante positiva
vy y una funcién G acotada no decreciente de forma que el correspondiente
variograma (4.40) describa adecuadamente la dependencia espacial de los datos.
Sin embargo este problema puede ser demasiado complicado para resolverlo
numéricamente, por lo que Shapiro y Botha (1991) consideraron una
simplificaciéon adicional que consiste en suponer que dG es una medida atémica,

con un nimero finito de saltos positivos z; en puntos z;, j = 1,...,J ; es decir,

suponer que G es una funcién de la forma:

Adicionalmente, Shapiro y Botha (1991) supusieron (por comodidad) posiciones

equiespaciadas:
;= jo,j=1...J, (4.43)

siendo ¢ un nimero positivo fijado de antemano. Los modelos de variogramas

obtenidos son de la forma (4.40), donde la expresion (4.41) se reduce a:
J
v(r) =) _kalzjr)z;
j=1

y la restriccion (4.42) se convierte en la restriccién lineal:
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J
vy —sz >0.
j=1

Aunque Shapiro y Botha (1991) no consideraron los modelos correspondientes al
caso limite d = oo (considerando ry(-) definida por (2.18)), éstos pueden ser
suficientemente flexibles como para modelar muchos de los casos que se puedan
presenta en la préctica.

Utilizando el criterio m.c.p. descrito en la seccién 4.3.1, si §; = Y(1;), i =
1,...,K, son las estimaciones piloto del semivariograma, el problema del ajuste se
reduce a encontrar el vector 0 = (z,...,z7,v) de dimension J+1 que
minimiza la funcién:

2

K J
QO) = > w9 —vo + Y kalzjm)zy | (4.44)
i=1 j=1
sujeto a las restricciones lineales:
2j 20,5 =1..J, (4.45)
J
vo— . z; > 0. (4.46)
j=1

La funcién objetivo (4.44) es una funcién cuadrédtica que puede escribirse

Q(6) = (4 — AB)'W(N — A0),

siendo 4 = (1,---,9K)", W = diag(wy,...,wr) la matriz de pesos K x K y A la
matriz de coeficientes K x (J + 1) definida por a; = —r4(z;r) para i =1,..., K,
j=1L1..,J y ajj41 =1 para i =1,...,K. Como ademds las restricciones (4.45)
y (4.46) son lineales, se trata de un problema de programacién cuadratica que
puede resolverse facilmente aplicando alguna de las correspondientes técnicas de
optimizacién lineal multidimensional (p.e. utilizando la rutina QPROG de la
libreria IMSL). Hay que tener en cuenta que para que este problema tenga
solucién tnica debe verificarse necesariamente que K > J + 1, por este motivo
Shapiro y Botha (1991) propusieron tomar J = K — 1.

Adicionalmente, si en la eleccion de los pesos se sigue el criterio
propuesto por Cressie (1985) de tomar w; = |N(7;)|/7(n-)2, siendo |N(r;)| el

nimero de aportaciones a la estimacion del semivariograma en el salto #-ésimo,
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habra que proceder de forma iterativa, tomando w; =1 (m.c.o.) en el primer
paso y recalculando los pesos en cada iteraciéon hasta convergencia. Aunque
Shapiro y Botha (1991) solo consideraron el criterio m.c.p., el algoritmo es
también vélido para el caso de m.c.g. (lnicamente cambia el cédlculo de la

matriz de pesos W).

Después de resolver el problema, si 0 = (Z1y-eey 27, 1 Y es la solucién

6ptima obtenida, el modelo de semivariograma ajustado' vendrd dado por:
J
F(r) = vy — ) kalzr)Z; (4.47)
j=1

para r > 0.

Si utilizamos el estimador clasico del semivariograma (u otro similar), las
estimaciones “; pueden tener una gran variabilidad y como la familia de
semivariogramas obtenida de esta forma es muy flexible, el semivariograma
ajustado J(r) puede tener una forma muy irregular (sobre todo si la dimensién
espacial d es pequena). Para evitar un “sobreajuste” de este tipo Shapiro y
Botha (1991, pp. 91-94) consideraron la inclusién de restricciones (lineales)
adicionales de suavidad, monotonia o convexidad'®. Otra aproximacién distinta,
sugerida inicialmente por Febrero-Bande et al. (1998), es la estimacién no
paramétrica del semivariograma. Ademds de obtener estimaciones mads
eficientes, al ser estas mds suaves, no es mnecesario anadir restricciones
adicionales en el ajuste. Garcia-Soiddn et al. (2003a) y (2003b) estudiaron
también las propiedades asintéticas del semivariograma ajustado (4.47) cuando
se utilizan como estimador piloto alguno de los estimadores locales tipo nticleo

mostrados en la seccién 4.1.1.

'» Al contrario de lo que afirman algunos autores (e.g. Hall et al., 1994, p. 2115; Hall y
Patil, 1994, p. 401) los modelos obtenidos con esta aproximacién son semivariogramas
vélidos en el continuo.

'S La flexibilidad de estos modelos disminuye al aumentar la dimensién, por lo que otra
alternativa a la inclusién de restricciones adicionales podria ser considerar de modelos
correspondientes a dimensiones mayores (también vélidos; ver propiedades elementales

del variograma en la seccién 2.2.1).
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Aunque Shapiro y Botha (1991) no consideraron la estimacién de las
caracteristicas del semivariograma tedrico, a partir del modelo ajustado (4.47) se

obtiene la estimacion del efecto nugget:
J
G =y — .7,
J=1

y también se puede pensar en utilizar 7y como estimacion del umbral
(varianza). Sin embargo, las estimaciones 7 son usualmente sesgadas (tienden
a sobreestimar el umbral verdadero) y de gran variabilidad. Esto fue observado
también por Cherry (1997) en un estudio de simulacién, proponiendo la inclusién
de un parametro de penalizacién sobre los pesos en el ajuste para solventar este
problema (aunque sé6lo consideré el criterio de m.c.o., i.e. W =Ig, con
variogramas continuos). Por el contrario, en el caso del rango no se obtienen
estimaciones de este pardametro de forma natural (aunque siempre se puede
considerar algiin tipo de criterio gréfico).

Un tema alin abierto de esta aproximacién es la seleccién adecuada de los
puntos de discretizacion {xj i =1...J } Si se sigue el criterio inicial
propuesto por Shapiro y Botha (1991) de tomar estos puntos equiespaciados, es
necesario fijar la distancia ¢ entre nodos en (4.43) (aunque solamente grandes
cambios en el valor de este pardmetro tienen realmente efecto en los ajustes
obtenidos). Segiin la experiencia personal, se suelen obtener buenos resultados
buscando en el intervalo (0,2 /7,..] €l valor que produce un mejor ajuste, donde
Tmax €S €l salto méximo considerado. La seleccién de nodos equidistantes ha sido
sin embargo objeto de ciertas criticas (Cherry et al.,1996; Genton y Gorsich,
2003), debido a que pueden aparecer oscilaciones anémalas del variograma
ajustado entre las estimaciones piloto (aunque estos autores no especificaron el
criterio para la seleccién de los nodos); sin embargo en los ajustes realizados
utilizando el criterio anterior no se han observado estas oscilaciones. Ademéds, si
se utiliza un estimador piloto no paramétrico del tipo (4.9), siempre se puede
evitar este problema empleando en el ajuste un conjunto de estimaciones piloto
suficientemente denso. Otra alternativa a tener en cuenta ha sido propuesta

recientemente por Genton y Gorsich (2003), quienes sugirieron tomar'’:

'" Esta idea esta basada en la siguiente propiedad bastante conocida de las funciones de
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Tmax
siendo {tj i =1..,J } los J primeros ceros de la funcién de Bessel J,(-) de
orden v = (d —2)/2. Este criterio puede ser recomendable cuando el ntimero de
nodos es grande, ya que los valores t; pueden calcularse rédpidamente si se
utiliza p.e. el algoritmo propuesto por Ball (2000). En cualquier caso hay que
establecer también el nimero m de nodos. Si se sigue el criterio inicial de tomar
J = K —1, normalmente muchos de los valores z; obtenidos en el ajuste son
cero o préximos a cero; lo que sugiere que en la mayorfa de los casos un niimero
bastante menor de pardmetros puede ser suficiente (esto también ha sido
observado por Genton y Gorsich, 2003), aunque todavia no estdn disponibles
estudios que permitan determinar un valor adecuado de forma que se pueda

optimizar el tiempo de computacion.

4.5.2 Otros métodos basados en la representacion espectral

Hall et al. (1994) propusieron un método no paramétrico para la
estimacién del covariograma en el caso unidimensional basado en la estimacion
tipo nicleo y en la representaciéon espectral. El método sugerido consiste en
primer lugar en estimar inicialmente el covariograma utilizando el estimador
piloto tipo Nadaraya-Watson C(s) mostrado en la seccién 4.1.1 (ec. (4.8)) y
después obtener una estimacién inicial f()\) de la densidad espectral aplicando
la transformacién de Fourier sobre C(s) (asegurando antes la integrabilidad
truncando (4.8) en caso de ser necesario). Posteriormente modificar f(\) de

forma que sea positiva (eliminando valores negativos e incluso realizando un

Bessel: las funciones J,(az) y J,(bxz) son ortogonales en el intervalo = € [0,1] si ay b
son distintos ceros de J,(-). Esto produce que la matriz de coeficientes del algoritmo de
programaciéon cuadritica se aproxime a la ortogonalidad cuando se considera el
covariograma en lugar del variograma en el ajuste. Sin embargo, teniendo en cuenta las
observaciones realizadas en la seccién 2.4.1 sobre la estimacién piloto del covariograma,
es preferible utilizar las ecuaciones basadas en el variograma. Otras ventajas sugeridas
por Genton y Gorsich (2003) no son realmente de utilidad (ni recomendables) en la

préactica.
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suavizado adicional) y obteniendo la estimacién final de la densidad espectral
f(\). La estimacién final del covariograma C(s) se obtiene transformando de
nuevo f()\) al dominio original. Una metodologia similar ha sido propuesta por
Hall y Patil (1994) para el caso general multidimensional y también se podria
generalizar facilmente esta aproximacién para el caso multidimensional
isotrépico. Esta forma de proceder sin embargo es poco recomendable en la
practica debido principalmente al coste computacional (cualquiera de las otras
alternativas mostradas aqui son mucho mas fdciles de implementar en la
practica).

Yao y Journel (1998) propusieron para el caso anisotrépico bidimensional
(y considerando también el caso multivariante) una idea similar a la de Hall et
al. (1994) pero operando de forma discreta, utilizando la transformacién rapida
de Fourier (FFT) en lugar de considerar transformaciones continuas. En el caso
univariante (en la seccién 5.3.3 se describe el caso multivariante), la
aproximaciéon propuesta consiste en primer lugar en la obtencién de una tabla
de estimaciones piloto del covariograma (suavizando y completando
estimaciones obtenidas con el estimador cldsico), posteriormente obtener una
tabla de pseudo-densidad espectral (utilizando FFT y suavizando los valores
obtenidos asegurandose de que el resultado es positivo) y en el tltimo paso
volver a transformar al dominio espacial. El resultado final es una tabla de
covarianzas para un conjunto discreto de saltos (y no un covariograma valido
para saltos continuos como seria deseable), por lo que en el caso general
sugirieron tomar el valor mds préximo de esta tabla (otra opcién serfa por
ejemplo interpolar los valores cercanos).

Respecto a estas aproximaciones que utilizan directamente la
representacion espectral hay que senalar dos posibles fuentes de problemas. En
primer lugar implican asumir la hipé6tesis de que el covariograma (variograma)
es continuo, lo que puede producir una subestimacién cerca del origen cuando el
efecto nugget no es nulo (p.e. en el caso extremo de independencia). Si bien este
problema (no considerado por los autores anteriores) se podria solucionar
estimando y eliminando previamente este pardmetro, aunque este primer paso
tendrfa gran influencia sobre la estimacién final cerca del origen. En segundo
lugar, como al realizar las transformaciones se utiliza el rango completo de

valores en el dominio original, es de esperar que estos métodos sean poco
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robustos; por ejemplo, valores atipicos en la densidad espectral afectardn a la

estimacién del covariograma en todos los saltos.

4.5.3 Representacion en medias moviles

Barry y Ver Hoef (1996) propusieron el uso de familias flexibles de
semivariogramas anisotropicos acotados basadas en la representacién en medias
moviles (4.13) comentada en la seccién 4.2.1. En el caso unidimensional, fijado un

nimero entero m y un rango ¢ > 0, considerando la funcién:

se obtiene la correspondiente familia a partir de (4.13) (denotando por Z,()
funcién indicadora del conjunto A). En el caso de que |h| = jc/m se consigue

facilmente la expresién del semivariograma:

iEhrs

1=j+1

() =03
Yo =C6t+—
m m
El caso general de 0 < h < ¢ se puede obtener mediante interpolacién lineal:
c 4+ 1)c
(h) = (1—V)7(‘7—) +Vv[—(‘7 ) ]
m m

donde j = [hm/c], denotando por [] la parte entera (i.e. el entero menor o

igual més proximo), y V = (h — (je/m))/(c/m). Para |h| > ¢ resulta:
c m
y(h) =co +—> a7
miz
El caso bidimensional es andlogo; a partir de:

ZZ% (

=1 j=

1(2,9) 5

(o

i
m 'm

se obtiene el correspondiente modelo de semivariograma anisotrépico. Si el salto

coincide con un punto de discretizacién resulta:

ke ld ~
7(_,_)_ ZZ% Yo D> ayaig

m-n i=1j= i=k+1 j=I+1

y el caso general se puede obtener por interpolacién plana.
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El principal inconveniente de este tipo de modelos es el elevado niimero
de pardmetros que contribuyen de forma no lineal al modelo. Este problema se
agrava cuando aumenta el nimero de dimensiones, por lo que sélo es
recomendable su uso cuando la dimensién espacial es menor o igual que dos
(dnicos casos considerados por Barry y Ver Hoef, 1996). Incluso para
dimensiones pequenas, el ajuste de estos modelos a estimaciones piloto del
variograma resulta ser bastante complicado. Principalmente debido a que es
necesaria la resolucién de wun problema de minimizacion no lineal
multidimensional con un nimero de pardmetros normalmente elevado. Ademds,
Barry y Ver Hoef (1996) descubrieron que al estimar simultdneamente el efecto
nugget y los demds pardmetros del variograma se obtienen sobreestimaciones del
efecto nugget, por lo que recomendaron realizar una estimacién inicial del efecto
nugget antes de estimar el resto de pardmetros del modelo (ajustando un
semivariograma lineal por m.c.p. a estimaciones piloto préximas del origen).

Los problemas computacionales de esta aproximacién fueron también
manifestados por Ver Hoef et al. (2003) (donde extendieron esta aproximacién
para el caso multivariante), proponiendo el uso de la transformacién rapida de
Fourier (FFT) para su evaluacién. Utilizando la FFT se reduce significativamente
el nimero de operaciones para el célculo de los valores del variograma cuando el
nimero de pardmetros es grande, sin embargo persisten los inconvenientes de la

minimizacion no lineal multidimensional.

4.5.4 Extension de la aproximacién de Shapiro-Botha para el caso
de anisotropia

La principal ventaja de los métodos propuestos por Barry y Ver Hoef (1996)
y Yao y Journel (1998) respecto a la aproximacién de Shapiro y Botha (1991) es la
obtencién de modelos anisotrdpicos (algo de especial interés en el caso espacio-
temporal), aunque a costa de una mayor complejidad en su implementacién en la
practica. Sin embargo puede extenderse facilmente la metodologia de Shapiro y

Botha (1991) para este caso.

Segiin el teorema de Bochner, la expresién general de un covariograma

bidimensional continuo en el origen es:
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C(hyhy) = f_O:of_O:oCOS(w1h1 + wolp )dF (wy, ws)

siendo dF una medida simétrica positiva y acotada. Atin podemos simplificar mé&s

esta expresién', obteniendo que es equivalente a:
o0 o0
Clh,hy) = [ [ cos(wrhy) cos(wphy)dF (wy,ws) (4.48)
—00J 0
con dF positiva y acotada (considerada sobre R x RT?).

Teniendo en cuenta la relacién (2.20), ~(hy,hy) es un semivariograma

anisotrépico bidimensional acotado si y solo si es de la forma:

W(hlah’Z) = Vo — V(hlah/Z):

para (hy,hy) = (0,0), siendo v una constante positiva, v(h;,hy) una funcién
semidefinida positiva continua en el origen que admite la representacién (4.48) y

tales que:
co = vy —v(0,0) > 0.
Podemos considerar una simplificacién andloga a la propuesta de Shapiro
y Botha (1991) para facilitar el ajuste de este tipo de modelos a un conjunto de
estimaciones piloto, suponiendo que dF' en (4.48) es una medida atémica con un
nimero finito de saltos positivos z;; en puntos (z;,y,); es decir:

F(z,y) = Z Z Zij -

T <TY; <Y
Los puntos de discretizacién (z;,3;) pueden tomarse por ejemplo equiespaciados:

w =iy, i = —1,...1,

Y; = ]@7]: 17"'7J7

siendo ¢ y ¢ dos nimeros positivos (la idea de Genton y Gorsich, 2003, para
el caso isotrépico se trasladarfa aqui tomando ¢, = 7 /(2hmazy,) siendo hmazy
el correspondiente maximo salto).

Los modelos obtenidos serdn de la forma'’:

' Simplemente teniendo en cuenta que cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) y
utilizando de nuevo la simetria de estas funciones.
' Esos modelos son equivalentes a algunos de los descritos por Rehman y Shapiro

(1996) (donde consideraban en el caso multivariante), aunque realmente estos autores
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I J
Y, hp) = v — > Y cos(a) cos(y;hy)z;
i=—1 j=1
para (hy,hy) = (0,0), con:
zij >0,
I J
vy — Z ZZZ] 2 0.
i=—1 j=1

El ajuste de este tipo de modelos a un conjunto de estimaciones piloto se
realiza de forma andloga al caso isotrépico mediante programacion cuadrética;
en la seccién 6.3 se tienen los detalles correspondientes a modelos similares y por
tanto no va a ser tratado este tema aqui. Claramente esta aproximacién es
mucho m&s facil de implementar en la practica que las propuestas de Barry y
Ver Hoef (1996) o Yao y Journel (1998). Aunque no estdn disponibles estudios
sobre estos modelos (todavia no han sido ni siquiera utilizados), es de esperar
que tengan un comportamiento y propiedades similares a otros modelos de este
tipo.

Esta idea se puede generalizar para el caso anisotrépico en multiples
dimensiones; sin embargo, hay que tener en cuenta que el nimero de pardametros
crece de forma significativa (exponencial) al aumentar el nimero de dimensiones
por lo que pueden surgir problemas computacionales (aunque siempre menores
que al considerar modelos basados en medias méviles), ademas de que el nimero
de observaciones puede no ser muy grande. Un caso donde tipicamente pueden
aparecer estos problemas es el espacio-temporal donde el nimero total de
dimensiones es como minimo de dos (y normalmente mayor). Si el nimero de
dimensiones es grande, se puede pensar en reducir el nimero de pardmetros de
estos modelos (completamente anisotrépicos) considerando que hay isotropia en
algin componente del vector de salto. Por ejemplo, en el caso espacio-temporal
habitualmente se supone que ~(h,t) = ~v(/h|,t). La extensién de la
aproximaciéon Shapiro y Botha (1991) para este caso se tratard con detalle en la

segunda parte de este trabajo.

s6lo expusieron las expresiones generales sin simplificar (i.e. las correspondientes a

utilizar directamente (2.11) y trabajar con nimeros complejos en lugar de reales).






CAPITULO 5

GEOESTADISTICA MULTIVARIANTE

En algunas ocasiones, ademds de utilizar las observaciones
{Z(sj) :4=1..,n} para predecir el valor Z(s,), también puede ser deseable
tener en cuenta los valores de otras variables aleatorias (observadas en las
mismas o en distintas posiciones espaciales). Este es uno de los motivos que
promueven el estudio de los procesos espaciales multivariantes definidos en la
seccion 1.2.

En este capitulo se consideraran procesos espaciales multivariantes:

{Z(s) = (Z,(8),-.,Z,(s)) : s € D} (5.1)
donde {Zj(s) i =1..k s € D} son k procesos espaciales univariantes
supuestamente interdependientes. La seccién 5.1 se ocupa del estudio de las
propiedades de este tipo de procesos. En la seccién 5.2 describen brevemente
algunos de los distintos métodos kriging de prediccién lineal multivariante
(denominados métodos cokriging) y la seccién 5.3 se centra en las distintas
aproximaciones para el modelado de la dependencia espacial multivariante.

Hay que recordar, como ya se comento en la seccién 1.2, que en ocasiones
se utiliza esta metodologia para el caso espacio-temporal (por ejemplo,
considerando en (5.1) que Z;(s) = Z(s,t;), i = 1,...,k); esta forma de proceder
serd considerada en el capitulo 6 y es el principal motivo de la inclusién de este
capitulo. Por tanto este tema va a ser tratado aqui con menor profundidad que
los anteriores; si se quiere obtener informacién adicional, algunas referencias que
pueden ser de interés son por ejemplo Wackernagel (1998), Chilés y Delfiner
(1999, capitulo 5) o Goovaerts (1997, capitulo 6).
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5.1 INTRODUCCION

Al igual que en el caso univariante (capitulo 2) en general uinicamente se
va a disponer de una realizacién parcial del proceso multivariante (5.1) y por
tanto es necesario realizar también suposiciones acerca de Z(s). Por ejemplo,

supondremos que existe:

E(Z(s)) = w(s) = (1 (s),-, 1 (8)), Vs € D,

y en ocasiones también:
Cov(Z(s)),Z(s,)) = C(s,,s,),Vs,,8, € D.

En cuyo caso C(s;,s,) serd una matriz cuadrada de dimensién k& no

necesariamente simétrica, aunque verificando que:
r_
C(sy,s,) = C(s,,s,),Vs;,8, € D.

Ademss, normalmente se considerard alguno de los siguientes tipos de

estacionariedad.

5.1.1 Procesos espaciales multivariantes estacionarios
ESTACIONARIEDAD DE SEGUNDO ORDEN

Si el proceso Z(s) verifica:
E(Z(s)) = w = (ky,-51y,), Vs € D, (5.2)
Cov(Z,(s)),Z(sy)) = Cj;(s; = 8y), V8,85 € Dy j =1k,

se dice que es estacionario de segundo orden. Las funciones C;() se denominan

covariogramas cruzados (naturalmente cuando i = j serd el covariograma de
Z(s), denominado también autocovariograma en el contexto multivariante). Si
ademds C;(h) = Cg.(llhll) se dice que el covariograma cruzado es isotrépico (y por
lo tanto simétrico).

En algunos casos en lugar del covariograma se utilizara el correlograma

cruzado:
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ESTACIONARIEDAD INTRINSECA

Diremos que el proceso espacial multivariante Z(s) es intrinsecamente

estacionario si su media es constante (i.e. se verifica también (5.2)) y ademds:
Var(Z,(s,) — Zj(SQ)) = 271.].(51 —s,), V8,8, € D;i,j = 1,...,k, (5.3)

funciones que denominaremos wvariogramas cruzados o wariogramas cruzados

basados en la varianza (inicialmente propuestos' por Clark et al., 1989).

No obstante, existen diversas formas de generalizar los (auto)variogramas
al caso multivariante (ver p.e. Kiinsch et al., 1997); por ejemplo, en numerosas
ocasiones en la literatura se define el variograma cruzado como:

Cov(Z(s)) — Z;(8y), 2 (s) — Z(85)) = 2v;(s8) —85),

5.4
Vsy,8y € Dsd,j = 1,...,k, (5.4)

(inicialmente propuesto por Journel y Huijbregts, 1978, p. 324) y se denomina a
(5.3) pseudo-variograma cruzado (Myers, 1991). Sin embargo, teniendo en
cuenta resultados recientes (e.g. Papritz et al., 1993; Cressie y Wikle, 1998; y
comentarios siguientes), consideraremos que es preferible utilizar (5.3) en lugar
de (5.4) y denominaremos a v;() variograma cruzado basado en la covarianza o
variograma cruzado tradicional.

Andlogamente a los casos anteriores, si los variogramas cruzados
solamente son funciones de la distancia y no de la direccién del salto, se dird

que son isotrépicos.

RELACION ENTRE LOS DISTINTOS TIPOS DE ESTACIONARIEDAD

Al igual que en el caso univariante, la clase de procesos multivariantes
intrinsecamente estacionarios es mas general que la clase de procesos estacionarios

de segundo orden. A partir de los covariograma cruzados Cij(-) podemos obtener

los correspondientes semivariogramas cruzados’:

2
' Aunque la definicién utilizada por estos autores fue 7;;(h) = i1E (Zl.(s) —Z(s + h)) ,
distinta a la recomendada aquf por los mismos motivos que en el caso univariante.
> Por tanto los (pseudo) variogramas cruzados pueden modelar covarianzas negativas

pese a lo que afirman algunos autores (e.g. Wakernagel, 1998, p. 150).



106 PRINCIPIOS DE LA GEOESTADISTICA

7;;(h) = (C;;(0) + € 5(0)) /2 = C};(h),
y también los semivariogramas cruzados basados en la covarianza:
v;(h) = C};(0) = (C;(h) + C;(~h)) /2. (5.5)

Ademds, a partir de los semivariogramas cruzados podemos obtener

cualquier covarianza entre incrementos, ya que:
Cou(Z,(s)) — Z,(sy),2)(83) = Zn(sy)) =
—Yi(81 = 83) + Vi (8 —8) +7;(sy —83) = 7, (85 —8y),
y como caso particular:
() = () + 7;5(=h)) /2 — 7;,(0).

por tanto siempre podemos expresar un variograma cruzado basado en la
covarianza a partir de los variogramas cruzados. Sin embargo, el caso contrario
sélo es posible si el variograma cruzado es una funcién par y se verifican algunas
condiciones més restrictivas de estacionariedad (Papritz et al., 1993), en cuyo
caso sélo se diferencian en una constante (Myers, 1991). Por tanto el variograma
cruzado tradicional es algo mds general en el sentido de que puede existir en
casos en los que no existe (5.3).

Las condiciones para la existencia de los variogramas cruzados han sido
estudiadas por Papritz et al. (1993). Entre otros resultados demostraron que las
pendientes de los autovariogramas (y de ambos tipos de variogramas cruzados)
deben coincidir cuando el salto tiende a infinito. Por tanto podriamos decir que
los semivariogramas cruzados son poco mé&s generales que los covariogramas

cruzados, ya que sélo se diferencian en la inclusién de un componente lineal.

5.1.2 Algunas propiedades de los covariogramas y variogramas
cruzados

Al contrario que en el caso univariante, en general los covariogramas

cruzados no son simétricos:
Cij(h) = Czj(_h)7

si 7 = j, aunque verifican que:
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Cij(h) = Cji(_h)v
y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
‘Cij( ‘ < C;(0 )CJJ(O)

y por tanto son también acotados. Ademds, como las matrices de covarianzas

son semidefinidas positivas, se verifica también que’:

Zzzzazlajm Z] —8 )20

i=1j=11=1m=
Vn > 1,Vs, € D,Va, € Ryji =1,... k1 =1,...,n.

Los semivariogramas cruzados verifican propiedades de simetria

equivalentes:
%j(h) = %j(_h) )
%j(h) = sz‘(_h)a
y ademds son condicionalmente semidefinidos negativos:

ZZZ Z azla]mfym m) <0 (56)

i=1 j=11=1 m=
Vn > 1,Vs, € D,Va, € R =1,... k1 =1,...,n,

n
tales que Zail =0,i=1....k.
=1

Los semivariogramas cruzados basados en la covarianza sin embargo son

simétricos:
Uij<h) = Uij(_h)a

verifican la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

‘2

Uij<h) < Uii(h)vjj(h),

y son también condicionalmente semidefinidos negativos (i.e. verifican (5.6)).

* Se deducen también otras propiedades elementales andlogas al caso univariante

mostrado en la seccién 2.2.1, pero por motivos de extensiéon no se exponen aqui.
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Ademss las formas de ambos tipos de variogramas cruzados pueden ser

bastante diferentes de la de un autovariograma. Por ejemplo, 2%].(-) no tiene

porque ser nulo en el origen; en general:
%‘j(h) >0, Vh.

Los variogramas cruzados tradicionales si que toman el valor cero en el origen:

aunque pueden tomar valores negativos en saltos h = 0.

Uno de los inconvenientes de los variogramas cruzados tradicionales es su
simetria. Por ejemplo, a partir de la relacién (5.5) se deduce que, si
descomponemos el covariograma cruzado en una funcién par y otra impar, el
variograma cruzado tradicional solamente recoge el término par (ver p.e.
Wakernagel, 1998, pp. 146-149; o Chilés y Delfiner, 1999, pp. 328-329; para més
detalles). De hecho, para utilizar los variogramas cruzados tradicionales en lugar
de los covariogramas cruzados en las ecuaciones cokriging debe suponerse
simetria (algo que no ocurre con los semivariogramas cruzados basados en la
varianza). Por tanto en algunos casos las ecuaciones de prediccién lineal
multivariante utilizando los variogramas cruzados tradicionales dan lugar a
predictores no 6ptimos (ver p.e. Ver Hoef y Cressie, 1993, y comentarios en la
seccion 5.2).

Para comparar ambos tipos de variogramas cruzados son también de

utilidad las siguientes expresiones (utilizadas en su estimacion):

2'773]'<51 —8y) = E((Zi(sl) - 'Uﬁ)_ (Zj<s2) - Mj)>2
— E<Z¢<Sl) - Z].(SQ))2 - (ui — K, )2,
2%]‘(51 - 52) = E((Zz‘(sl) - Zi(sz>)(Zj(sl> - Zj(82>>>'

A partir de estas expresiones se deduce que para la estimacién (empirica o no

(5.7)

paramétrica) de 2%.].(-) no tienen porque coincidir las posiciones en las que se
observan los procesos Z,(s) y Z j(s), mientras que QUU(-) s6lo puede ser

estimado a partir de pares de posiciones en los que ambos procesos son
observados (ver p.e. Papritz et al., 1993). Este es quizds el principal

inconveniente de los variogramas cruzados tradicionales.
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La expresién (5.7) justificaria en principio los problemas achacados a los
variogramas cruzados cuando las variables estdn medidas en escalas muy
diferentes (e.g. Wakernagel, 1998, p. 150), aunque éstos afectarian igualmente al
covariograma cruzado tradicional. Para evitar problemas numéricos, Cressie y
Wikle (1998) propusieron estandarizar previamente los datos (ademds de
demostrar que los predictores cokriging tradicionales, seccién 5.2.1, utilizando

27;;(-) son invariantes frente a cambios en media y en escala).

Adicionalmente, la expresiéon (5.7) indica que para la estimacién de los
variogramas cruzados es necesario estimar también las medias; por lo que seria
de esperar que la estimacién de variogramas cruzados tenga pocas ventajas (o
quizds ninguna) sobre la estimacién de covariogramas cruzados (al contrario de

lo que ocurre en el caso univariante, ver seccién 4.1.1).

REPRESENTACION ESPECTRAL

Al igual que en el caso univariante (seccién 2.2.3) podemos caracterizar
los covariogramas y variogramas cruzados continuos a partir de su
representacion espectral; sin embargo en este caso resulta més dificil utilizar las
expresiones obtenidas en la construccién de modelos validos. Como ejemplo se
tratara el caso de covariogramas cruzados continuos.

Supongamos que C(h) =[C, (h)] es la matriz kxk de covariogramas
cruzados continuos de un proceso multivariante Z(s) estacionario de segundo
orden (en este apartado se cambiard la notacién habitual para evitar confusiones
con i=+—1). Por simplicidad supongamos ademds que los covariogramas
cruzados son integrables en valor absoluto (esto garantiza la existencia de las
funciones de densidad espectrales, el caso general es andlogo considerando
integrales tipo Fourier-Stieljes). Por una generalizacién del teorema de Bochner
debida a Cramer (1940), los covariogramas cruzados continuos C, (-) admiten la

representacion espectral:
Clm (h) - fRd ej(w.h)jzm (w)dw

donde las densidades espectrales:

1 .
_ —i(w-h)
fl’m(w) o (27T )d fRd € Clm(h)dh
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son en general funciones complejas (salvo cuando [ =m) y tales que las
matrices de densidades espectrales F(w)=|f (w)] son Hermitianas y

semidefinidas positivas. Esto implica que:
i (@) = i, (@) = f,,(w), (5.8)
[ @ < Fy (@) (), (5.9)

(aunque no son condiciones suficientes).

De forma andloga al caso univariante, se pueden obtener expresiones
similares para el caso de los variogramas cruzados y también simplificaciones
para el caso de isotropia (por ejemplo, la expresiéon correspondiente a

variogramas cruzados tradicionales isotrépicos se tienen en Christakos, 1992, p.
98).

5.2 PREDICCION ESPACIAL MULTIVARIANTE. COKRIGING

Supongamos que:
{Zi(sji): j =1k i=1...,n;} (5.10)

son los n =n; +...+ n; valores observados a partir de los que se pretende
predecir Z(s;,). Un problema mds general es la prediccién simultdnea de un
vector de variables Z(s,) = (Z(sy)-..,Z,(sy)) que se resuelve de modo andlogo’
y por tanto no va a ser tratado aqui (este caso es tratado por ejemplo en Ver
Hoef y Cressie, 1993).
Dependiendo de la configuraciéon de los datos se suele distinguir entre dos
situaciones:
* Isotdpica: todas las variables son observadas en las mismas posiciones
espaciales (i.e. s;; =s,,Vi, j).
e Heterotdpica: las variables son observadas en conjuntos de posiciones no

necesariamente iguales (en el caso de no tener ninguna posicién en comin

se dice que los datos son completamente heterotépicos).

! La tnica posible dificultad estd en la generalizacién del error en media cuadraitica,
para lo que se han considerado distintos criterios (e.g. Myers ,1982; Ver Hoef y Cressie,

1993; Cressie, 1993, p. 142).
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En la literatura es habitual distinguir entre cokriging isotépico y cokriging
heterotépico. Aqui se utilizara la notacién (5.10) correspondiente a este dltimo
caso mds general; ademds, denotaremos por Z; = (Zj(sjl),...,Zj(sjnj))' el vector
de observaciones del proceso Z,;(-) y por Z = (Z{,...,Z;{)' el vector formado por
el total de observaciones.

Al igual que en el caso univariante (capitulo 3), dependiendo de las
suposiciones acerca de la funcién de tendencia E(Z(s)) = p(s), se distingue
entre tres métodos de prediccién lineal 6ptima multivariante:

4. Cokriging simple (CKS): se supone que la tendencia es conocida.

5. Cokriging ordinario (CKO): se supone que las medias son constantes

(i.e. se verifica (5.2)) y desconocidas.

6. Cokriging universal (CKU): se supone que las tendencias p;(-) (no
nec. constantes y desconocidas) son combinaciones lineales de
funciones o variables explicativas:

uj(s) = x;(s)'B;
donde x;(s) es un vector (p; +1)x1 conocido y B; es el
correspondiente vector ( pj + 1) X 1 de pardmetros desconocidos.

Las ecuaciones de estos métodos son muy similares a las correspondientes
del caso univariante (la principal diferencia son las restricciones de insesgadez
sobre los pesos de las variables secundarias en el CKO y CKU), por este motivo
s6lo se mostrardn aqui las correspondientes al cokriging simple y al cokriging
ordinario (seccién 5.2.1). Las ecuaciones del cokriging universal estdn
disponibles por ejemplo en Chilés y Delfiner (1999, seccién 5.4.1) o Ver Hoef y
Cressie (1993). Sin embargo, puede haber ciertos inconvenientes con estos
métodos cokriging (que denominaremos tradicionales), por lo que se han
propuesto algunas modificaciones o simplificaciones; en la seccién 5.2.2 se
muestran algunas de estas alternativas.

Al igual que en el caso univariante, la hipétesis de estacionariedad (e.g.
C(u,v) = C(u—v)) es conveniente en la practica para el modelado de la
dependencia espacial, pero no es necesaria para la prediccién; por este motivo
las ecuaciones serdn expresadas en funcién de las matrices de covarianzas (y en
los métodos en los que es posible, se indicard como son las expresiones

resultantes considerando variogramas cruzados).
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5.2.1 Métodos cokriging tradicionales
COKRIGING SIMPLE

Si la tendencia E(Z(s)) = p(s) = (14(8),..,;4.(s))" es conocida, al igual
que en el caso univariante (seccién 3.2), se deduce que el predictor kriging puede
expresarse como el valor medio de la variable de interés m&ds una combinacién

lineal de los residuos de los valores observados:

ko nj
p(Z,s0) = i (so) ZZ — 1j(sji))

(lo que garantiza que sea insesgado independientemente del conjunto de pesos).
El predictor 6ptimo se obtiene minimizando:

2

E| Z(so) — m(so) ZZ)\JZ — p(85)) |

7j=1li=

y de modo idéntico al caso del kriging simple, se obtienen las n ecuaciones

cokriging en funcién de las matrices de covarianzas:

ZZ ]i’sj'i')_clj'(s()asj'z") =0,

j=1l1=
j' = 1,...,k; S N

Resolviendo este sistema se obtiene el predictor:
pCKS(l)(Z7 80) = 1(sg) + = HZ —p), (5.11)

donde Cl = (011(80,811),...,01k(50,S]mk)),, K = E(Z) y = VGT(Z); y el minimo

e.m.c. de prediccién (o varianza cokriging) viene dado por:
2 _ r5—1
O'CKS(l)(SO) = C}(s9,89) — ¢, ‘¢,

obteniéndose por tanto las mismas expresiones que en el caso univariante.

En la préactica este predictor y la correspondiente varianza cokriging
pueden calcularse utilizando el algoritmo propuesto al final de la seccién 3.2; sin
embargo, en este caso es méds facil que aparezcan inestabilidades numéricas en la
practica (normalmente debidas a una mayor densidad de muestreo de las

variables secundarias) por lo que es recomendable realizar los cdlculos en
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maxima precisién (p.e. utilizando las rutinas DLFTDS y DLFIDS de la libreria
IMSL).

COKRIGING ORDINARIO

En el caso de medias constantes E(Z(s)):(ul,...,uk)',VseD, y

desconocidas, el predictor kriging es una combinacién lineal de los valores

observados:

m(Z,sy) = ZZ)‘jiZj<Sji)a (5.12)
verificando:

n
> =1,
i=1

Z)\ﬂ = O, ] = 2,...,]{,
=1

(condicién necesaria y suficiente para que el predictor sea uniformemente
insesgado). El predictor 6ptimo se obtiene minimizando el correspondiente
e.c.m. de prediccién bajo las restricciones de insesgadez (5.13), siendo para ello
necesario considerar £ multiplicadores de Lagrange m,...,m; (mientras que en
el kriging ordinario sélo era necesario incluir uno). De modo andlogo al caso

univariante se obtienen las n + k ecuaciones del cokriging ordinario:

k ’/Lj

YOY NiCi(sjinsjin) —my = Crj(sg,sjn), 4" =1L ki = 1.0,
=1i=1

n;

Z)‘jz 61]: J 17 :k7

i—1

(siendo 6@' la delta de Kronecker), y resolviendo este sistema se obtiene el
predictor del cokriging ordinario; al igual que en el caso univariante, este predictor
coincide con el obtenido sustituyendo en el predictor del cokriging simple (5.11)

las medias tedricas por sus correspondientes estimadores lineales 6ptimos’ (lo cual

° Para mds detalles (formulacién matricial) ver por ejemplo Myers (1982) o Ver Hoef y

Cressie (1993).
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es también vélido para el cokriging universal). El minimo error de prediccién en

media cuadritica o varianza cokriging resulta ser:

knj

2

oekom) = C11(s0,80) E >~ NiCj(s0,85:) + my -
j=1i=1

Las ecuaciones se pueden formular en funcién de los variogramas
cruzados sustituyendo simplemente Cij(u, v) por —vl.j(u —v) (ver p.e. Cressie,
1993, pp. 140-141). Si se pretende utilizar el variograma cruzado tradicional se
debe verificar ademds la condicién de simetrfa Cj;(u,v) = Cj;(v,u) (ver p.e.
Journel y Huijbregts, 1978, p. 326; Myers, 1982, pp. 253-254). En el caso de
asimetria, la prediccién basada en el variograma cruzado tradicional da lugar a
predictores no éptimos y en algunos casos considerablemente inferiores (e.g. Ver
Hoef y Cressie, 1993, pp. 232-234).

El algoritmo descrito al final de la seccién 3.3 puede ser utilizado para el
cdlculo del predictor y varianza cokriging; sin embargo pueden aparecer
problemas computacionales incluso trabajando en médxima precisiéon
(especialmente en el caso del cokriging universal). Para evitar estos problemas
puede ser recomendable utilizar el algoritmo propuesto por Long y Myers (1997)

cuando el nimero de procesos o de observaciones es grande.

INFLUENCIA DE LA INFORMACION SECUNDARIA

La inclusién de informacién adicional da lugar a predicciones con un

menor e.m.c. de prediccién, y por tanto:
02 (s)) < 02 (s,), Vs, € D
CK\"0/ — “K\0/» 0 ’

aunque el beneficio obtenido puede no ser significativo en muchos casos; un
claro ejemplo serfa cuando los covariogramas cruzados entre la variable primaria

y las variogramas secundarias son aproximadamente nulos:

C

1;(h) ~0,Vh, i =2,..k.

En el caso de que las variables secundarias estén incorreladas con la variable
primaria (C},() = 0,4 = 2,...,k) los predictores cokriging coincidirdn con los

correspondientes predictores kriging.
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Ademds, los métodos cokriging tradicionales (simple, ordinario y
universal con las restricciones de insesgadez habituales) asignan pesos nulos a
las variables secundarias en el caso isotépico (todas las variables observadas en
las mismas posiciones; ver seccién 5.1) cuando los covariogramas cruzados entre
las variables secundarias y la principal son proporcionales al auto-covariograma

de la variable primaria:
C,;(h) = C;(h) = p.C(h),i=2..k,

(por ejemplo, este es el caso del modelo intrinseco y del modelo de Markov MM1
mostrados en la seccién 5.3.2). En estos casos, los predictores cokriging
coinciden con los predictores kriging (ver p.e. Helterbrand y Cressie, 1994;
Wackernagel, 1998, capitulo 25; Goovaerts, 1997, pp. 215-221). En general, se
puede concluir que si la forma de los modelos de (co)variogramas cruzados es
“més o menos similar” y no hay un submuestreo notable de la variable
primaria, los métodos cokriging tradicionales no mejoraran mucho los resultados
obtenidos con los métodos kriging univariantes®.

En la practica se ha observado que los métodos cokriging (tradicionales)
solamente mejoran de forma significativa los resultados obtenidos con la
prediccién kriging univariante cuando hay un submuestreo de la variable
primaria en comparacién con las secundarias y ademds las observaciones
secundarias estdn bien correladas con Z(s,) (e.g Journel y Huijbregts, 1978, p.

326).

5.2.2 Variantes de los métodos cokriging tradicionales
COKRIGING ORDINARIO CENTRADO Y ESTANDARIZADO

Las restricciones del cokriging ordinario (y universal) sobre los pesos de
las observaciones secundarias (suma nula en el caso del CKO), tienen
principalmente dos inconvenientes:

e Algunos de los pesos secundarios son negativos, lo cual puede dar lugar a

predicciones no validas (e.g. Isaaks y Srivastava, 1989, pp. 411 y 416).

% Otras referencias que pueden ser también de interés (ademds de las anteriores) son

por ejemplo Goovaerts (1998) y Chiles y Delfiner (1999, seccién 5.4.4).
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* La mayorfa de los pesos secundarios tienden a ser pequenos, reduciendo
la influencia de los datos secundarios, lo que justifica también (ver
comentarios al final de la seccién anterior) que la eficiencia de los
predictores cokriging no sea muy superior a la de los predictores kriging
en muchos casos (lo que puede dar lugar a pensar que la estadistica
espacial multivariante puede ser una complicacién innecesaria).

Por estos motivos se han propuesto algunas variantes del cokriging
ordinario; por ejemplo, Isaaks y Srivastava (1989, pp. 408-416) propusieron
utilizar, en lugar de (5.12) y (5.13), el predictor:

k TLj
p(Zso) =D > Ni(Zi(si) — iy + fin)
j=1i=1
verificando:
k
>N N =1. (5.14)
j=1i=1
A este predictor lo denominaremos predictor cokriging ordinario centrado
(CKOC).
Otra alternativa, propuesta por Goovaerts (1998, p.33), consistiria en

trabajar con los datos estandarizados:

N k nj N
(p1(Z,sg) — ) Z S ) (Zj(sjyz) - Hj)
- [ ’
o Cy(0)
considerando también la restricciéon (5.14). Este método, que denominaremos
cokriging ordinario estandarizado” (CKOE), incrementa ain més la influencia de

las observaciones secundarias en la prediccién (Goovaters, 1998, pp. 35-39).

COKRIGING CO-POSICIONADO (COLOCALIZADO)

Cuando se conoce el valor de una variable secundaria en la posicién de
prediccién, este valor oculta las observaciones secundarias mds alejadas (produce

un “efecto pantalla”) disminuyendo su influencia en el predictor (ver p.e.

" Goovaerts (1998) lo denominé cokriging reescalado expresado en funcién del
correlograma, ya que se puede obtener sustituyendo los covariogramas cruzados por

correlogramas en las ecuaciones del cokriging ordinario centrado.
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Goovaters, 1997, pp. 221-222), por lo que incluir tnicamente la informacién
secundaria en la posicién de prediccién (co-posicionada con Z(s;)) apenas
disminuye la eficiencia del predictor (e.g. Goovaters, 1998, pp. 35-39). Esta
forma de proceder, ademds de las ventajas numéricas (mayor rapidez evitando
posibles inestabilidades de la matriz cokriging), facilita notablemente el
modelado de la dependencia espacial multivariante (ver comentarios a
continuacién). Los predictores obtenidos de esta forma, propuestos inicialmente
por Xu et al. (1992), los denominaremos predictores cokriging co-posicionados (o

colocalizados; del inglés “collocated”).

Cokriging simple co-posicionado

En el caso de medias conocidas el método consiste en realizar cokriging
simple de los valores considerados; el predictor es por tanto de la forma (Xu et
al., 1992):

k

n(Z,s0) = p(so) + le\u (Zi(s1;) — mm(s15)) + D> Ao (Z5(s0) — wi(s0)) 5
=1 =

y las correspondientes ecuaciones cokriging, en funcién de las matrices de

covarianzas, son:

m k
Y o AiCri(siisiin) + > AjoCi(so,s1:0) = Cralsg,sii), @' = L...,my
i=1 =2

m k
> XiCuj(s1i,80) + Y AjoCij(s0,50) = Cij(80,80),4" = 2,k -
=1 =

Por tanto las auto-covarianzas de las variables secundarias s6lo son evaluadas
en (sy,s,) (i.e. sélo se necesitan conocer sus varianzas en la posicién de
prediccién), simplificindose su modelado en la préctica (ver modelos de Markov

en la seccién 5.3.2).

Cokriging ordinario co-posicionado

En el caso de medias desconocidas no se deberfa considerar la idea
anterior utilizando el método de cokriging ordinario tradicional ya que se
asignarfan pesos nulos a las observaciones secundarias; en lugar de este método

se puede utilizar por ejemplo el cokriging ordinario centrado o estandarizado
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(e.g. Goovaters, 1997, pp. 236-237; Goovaters, 1998), obteniéndose con el CKOC
el predictor:

k

n
p(Zs) = > MiZi(su) + Y Mo (Zj(so) — Ay + fu) s
=1 =

sujeto a:

m k
2Nt 2 Mo =1
i=1 j=2

Otra alternativa seria anadir también las observaciones secundarias “co-
posicionadas” en las demds posiciones espaciales s, y utilizar cokriging

ordinario tradicional (e.g. Wackernagel, 1998, p.165).

5.3 MODELADO DE LA DEPEDENCIA ESPACIAL

MULTIVARIANTE

En este caso el procedimiento habitual es también andlogo al caso
univariante mostrado en el capitulo 4, en la mayorfa de los casos se realiza una
estimacién piloto de los (co)variogramas cruzados (seccién 5.3.1) 'y
posteriormente se ajustan modelos vélidos al conjunto de estas estimaciones

(secciones 5.3.2 y 5.3.3).

5.3.1 Estimacion de los covariogramas y variogramas cruzados

Suponiendo que el proceso Z(s) es estacionario de segundo orden (sélo
nos centraremos en el caso de media constante, en caso contrario habra que
proceder de forma andloga a la descrita en la seccién 4.1.2), utilizando el método

de los momentos obtenemos el estimador del covariograma cruzado:

N 1 _ _
C..(h) = Z(s.)—Z\Z.(s, Y)—Z.), heR?,
zg( ) ‘qu(h)‘Nz(;l)< z( zl) 7)( ]( ]m) j) <

%

siendo:
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En la préctica, cuando los datos estdn irregularmente espaciados, se suelen
considerar también regiones de tolerancia en torno a los saltos.

Si el proceso multivariante es intrinsecamente estacionario, utilizando
también el método de los momentos (y teniendo en cuenta (5.7)), se obtiene el

estimador del semivariograma cruzado (basado en la varianza):

1 > (Zilsy) - Zj(sjm))2 -2z, -7, )27 h € RY;

V.(h) = —
%y( ) Q‘Nij(h)‘NU(h)

aunque si las variables estdn medidas en escalas muy diferentes, es
recomendable (e.g. Cressie y Wikle, 1998) calcular los variogramas cruzados

utilizando los valores estandarizados:

Th) = == 5™ (Z1(s,) ~ Zi6,,))' s he R,
2| V()| ATy
siendo Z}(s) = (Z,(s)— Z,)/ ;. Como ya se comenté en la seccién 5.1.2, al ser
necesario la estimacion de las medias, es de esperar que la estimacién del
variograma cruzado no presente muchas ventajas sobre la estimacién del
covariograma cruzado.
Si se pretende utilizar los variogramas cruzados tradicionales (basados en

la covarianza), en principio® es necesario disponer de observaciones de ambas

variables en las mismas posiciones espaciales:

O :# (s)) — Z:(s (1) — Z.:(s d
zy(h) 2|N(h)|]%)((zz(l) Zz( m))(Zj(l) Z]( m)))7 helR )

con N(h) = {(l,m) :8;—s, = h;lm= 1,...,n}.
De forma andloga al caso univariante se podria pensar en utilizar

estimadores locales tipo nicleo; las expresiones de este tipo de estimadores se

obtendrian también de forma natural a partir de las anteriores.

® Papritz et al. (1993, p.1022) propusieron una alternativa para el ajuste del variograma
cruzado tradicional en el caso de submuestreo de alguna de las variables, sin embargo

esta aproximacion resulta poco préctica.



120 PRINCIPIOS DE LA GEOESTADISTICA

5.3.2 Modelos paramétricos

Los estimadores mostrados en la seccién anterior no pueden ser utilizados
directamente en la predicciéon espacial multivariante (al igual que en el caso
univariante, no verifican necesariamente las propiedades de los covariogramas o
variogramas cruzados vélidos). Como ya se comenté en la introduccién de esta
seccién, se suele resolver este problema ajustando k(k + 1) /2 modelos validos de
covariogramas o variogramas cruzados a un conjunto de estimaciones piloto
C(h) =[C;(m)], Th)=[5,b)] o Y(h)=|0,Mb)]; I=1..,M. Sin
embargo, esto presenta muchas mds dificultades que en el caso univariante,
principalmente debidas a las complicaciones en la obtencién de modelos validos.
A continuacién se presenta una revision con algunos de los modelos
paramétricos de covariogramas y variogramas cruzados (basados en la varianza

y en la covarianza) utilizados en la literatura.

MODELO INTRINSECO

El modelo de dependencia espacial multivariante méds simple se obtiene

suponiendo que los covariogramas son proporcionales a un modelo bésico:

C;;(h) = pl-jCO(h),

)

que se puede expresar en forma matricial como:
C(h) = C(0)p, (b).

En el caso de los semivariogramas cruzados tradicionales, denotando por

Y(h) = [vl.].(h)], la expresion matricial de este tipo de modelos es:
Y(h) = Byy(h),

siendo B una matriz k x k semidefinida positiva. La expresién anterior es
también vélida para el caso de los variogramas cruzados basados en la varianza
siempre que el variograma ~,(-) sea acotado (estacionariedad de segundo orden);
en caso contrario, teniendo en cuenta que las pendientes de los auto-variogramas
y variogramas cruzados deben coincidir (Papritz et al., 1993; ver también

seccioén 5.1.1), los modelos intrinsecos vélidos serdn de la forma:

’Yij(h) = b’Yo(h)a
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siendo b > 0.

Es importante recordar que al utilizar este tipo de modelos en los
métodos cokriging tradicionales (simple, ordinario y universal con las
restricciones de insesgadez habituales) los pesos correspondientes a las variables
secundarias son nulos en el caso isotépico (ver seccién 5.2.1).

Estos modelos pueden verse también como un caso particular del modelo

lineal descrito a continuacion.

MODELO LINEAL DE CO-REGIONALIZACION

La misma idea considerada en el caso univariante (seccién 4.2.3) puede
ser utilizada también para el caso multivariante. Por ejemplo, si suponemos

estacionariedad de segundo orden y que los procesos verifican’:
L M,
Z(8) = D a5, Yn(s) + ;.
[I=0m=1
donde Y}, (s) son variables estacionarias de segundo orden, de media cero y
covariograma C,(h) (se suelen considerar también modelos bdsicos), y
mutuamente independientes'’; de esta forma se obtiene el denominado modelo

lineal de co-regionalizacion (Journel y Huijbregts, 1978, p. 172) expresado en

funcién de los covariogramas cruzados:
L M, L
Cij(h) = Z Z af;maé-mcl(h) = Ebijl(h),
[=0m=1 1=0

o en forma matricial:

L
C(h) = > B,C,(h)
=0

donde las L +1 matrices B, son semidefinidas positivas (condicién suficiente
para obtener modelos vélidos).
Es importante destacar que por construccién bfj = bé-i y por tanto los

modelos obtenidos de esta forma son simétricos:

’ Esta hip6tesis es también la base del kriging factorial multivariante (e.g. Goovaters,
1997, seccién 6.2.9).
" Se han generalizado también este tipo de modelos para el caso de dependencia entre

los componentes (Vargas-Guzmadn et al., 2002)
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Cij(h) = Cjz'(h) = Cz'j(_h)'

El modelado de asimetrias se suele realizar de la forma descrita en la seccion
5.3.3, considerando pardmetros de desplazamiento espacial (Journel y
Huijbregts, 1978, p. 173); aunque también se han considerado para este caso
modelos bilineales de covarianzas obtenidos a partir de modelos lineales
complejos (e.g. Wackernagel, 1998, cap. 29).

Suponiendo estacionariedad intrinseca, obtendriamos el correspondiente

modelo expresado en funcién de los semivariogramas cruzados tradicionales:

L
T(h) = Z Bﬂ/l(h)
=0

donde las L +1 matrices B, deben ser semidefinidas positivas y los (auto)
semivariogramas +,(h) deben ser modelo vélidos. Este modelo sin embargo no es
en general vélido para los semivariogramas cruzados (basados en la varianza),
ya que los componentes no acotados deben ser los mismos en todos los
semivariogramas. Por ejemplo, en el caso bivariante, si los I, primeros
componentes se corresponden a procesos no estacionarios de segundo orden y los
restantes a procesos estacionarios, obtendriamos el siguiente modelo (simétrico)
para los variogramas cruzados (Papritz et al., 1993, p.1021):
L, L
Ya(R) =D by M)+ > (5 + by)Ci(0) — b,Cy(h))
=1 I=L,+1

Para la construccion de modelos validos (matrices semidefinidas
positivas) suelen tener en cuenta algunas reglas practicas (e.g. Goovaerts, 1997,
p. 114); por ejemplo, aunque los semivariogramas no tienen porque incluir todas
las L 4+ 1 estructuras bdsicas, si se incluye alguna en un semivariograma
cruzado debe estar presente también en los auto-semivariogramas
correspondientes.

En el ajuste de modelos de este tipo en la préctica se suele dar prioridad
a los auto-semivariogramas (e.g. Goovaerts, 1997, p. 117-122), determinando en
primer lugar las estructuras que permiten ajustar los auto-semivariogramas (de
forma independiente) y finalmente ajustando de forma conjunta todos los
semivariogramas. Para realizar el ajuste conjunto se suele recurrir al algoritmo
m.c.p. propuesto por Goulard (1989) (ver también Goulard y Voltz, 1992;
Wackernagel, 1998, p. 175 y Goovaters, 1997, apéndice A), aunque otra
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alternativa que puede ser mds interesante es la reparametrizaciéon del modelo
considerando las factorizaciones de Cholesky de las matrices B, (de forma
andloga a la descrita por Rehman y Shapiro, 1996, p. 220, para otro tipo de

modelos; ver siguiente seccién).

MODELOS DE MARKOV

En el cokriging co-posicionado el covariograma de las variables
secundarfas sé6lo es evaluado en el origen, lo cual puede simplificar notablemente
el modelado de la dependencia espacial multivariante. Por ejemplo, si sélo se
considera una variable secundaria sélo es necesario modelar Cy,(h), C\,(h) y
Cy(0) para poder aplicar estos métodos y no es necesario realizar ninguna
suposicién sobre C,,(h) para h = 0. Por este motivo Almeida y Journel (1994)

propusieron el siguiente modelo de Markov denominado MM1:

pro(0) = p15(0)py; (h).
Este modelo se basa en la siguiente hipdtesis de Markov:
E{Zy,(0)|Z,(u) = 2, Z,(0') = 2{ } = E{Z,(u)|Z,(un) = 2, }, Vu,u’, 2, 2.
Sin embargo en ciertas ocasiones puede ser méas razonable la hipdtesis:
E{Z,(0)|Zy(u) = 2y, Z,(0') = 20 } = E{Z,(u)| Zy(u) = 2, }, Vu,u’,2,, 2},

relacionada con la idea del cokriging co-posicionado de que el valor de variable
secundaria en la posicién de prediccién oculta las observaciones secundarias mas
alejadas. A partir de esta hipotesis se obtiene el denominado modelo MM?2

(Journel, 1999):

pra(h) = p15(0)pyy(h).

OTROS MODELOS PARAMETRICOS

Aunque el modelo lineal de co-regionalizacién ha sido el més utilizado en
la literatura, existen numerosos ejemplos donde se muestra que puede ser
bastante restrictivo (justificando también el “pesimismo” con los métodos
cokriging). Con la idea de disponer de mayor flexibilidad, Myers (1982) propuso

un criterio para la obtencién de modelos (simétricos) para covariogramas y
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variogramas cruzados a partir de modelos univariantes. Considerando el proceso

espacial:
759 = 2,5) + 7,(9),

suponiendo estacionariedad de segundo orden y que el covariograma cruzado es

simétrico, se deduce que:
C;-r(h) = C,;(h) + ij(h) + QCZ.j(h) ,

y por tanto se pueden obtener modelos de covariogramas cruzados a partir de
los auto-covariogramas de los correspondientes procesos y del proceso suma. En
el caso de procesos intrinsecamente estacionarios, considerando el

semivariograma cruzado tradicional , se obtiene que:
vy(h) = 5 (v () — v; (B) — v (b)),

(y una expresion algo més complicada para el caso del semivariograma cruzado
basado en la varianza). El principal problema de esta aproximacién es que, al
ajustar de forma independiente los modelos univariantes, el semivariograma (o
covariograma) cruzado obtenido no es necesariamente vilido. En general habréd
que verificar su validez en todos los saltos h que se vayan a considerar; por
ejemplo, en el caso del semivariograma cruzado tradicional, se suele comprobar
que se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz en todos los saltos:

‘2

v; ()| < v (h)vy,(h), Vh,

]]<

aunque esto no es una condicién suficiente.
La representacion en medias moviles descrita en la seccién 4.2.1 puede ser
utilizada también para la construccién de modelos vélidos de covariogramas o

variogramas cruzados, teniendo en cuenta que (Yaglom, 1986, p. 418):
Covl Jea HMW 0K oy =W () = fo, H095x — oW (<)

para f y f, funciones reales con cuadrado integrable en R? y W(:) proceso
espacial ruido blanco. Utilizando este resultado Ver Hoef y Barry (1998)
propusieron un criterio para la obtencién de modelos validos (incluyendo
ademds de los pardmetros correspondientes a los auto-variogramas, pardmetros

de desplazamiento espacial para modelar posibles asimetrias y pardmetros para
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controlar el grado de dependencia). Sin embargo las expresiones de los modelos
obtenidos (suponiendo que se puede encontrar la solucién explicita de las
integrales involucradas) pueden ser bastante complicadas, dificultando el uso en
la préctica de este tipo de modelos. La ventaja de esta aproximacién es que
permite obtener modelos validos por construccion, evitando las dificultades que
surgen al utilizar otros modelos debidas a las restricciones sobre los pardmetros

para garantizar su validez.

5.3.3 Modelado no paramétrico

La mayorfa de las aproximaciones flexibles para el modelado de la
dependencia espacial univariante descritas en la seccién 4.5 se han generalizado
también para el caso multivariante. En esta seccién se describen brevemente los
distintos métodos, tratando con mayor detalle la extensién de la metodologia
propuesta para el caso univariante por Shapiro y Botha (1991) (mostrada en la

seccion 4.5.1).

(GENERALIZACION DE LA APROXIMACION DE SHAPIRO-BOTHA

Rehman y Shapiro (1996) extendieron la metodologia propuesta por
Shapiro y Botha (1991) para el modelado de semivariogramas cruzados. La base
de esta aproximacién es la misma que la del caso univariante y consiste en la
discretizacién las funciones de densidad espectrales. Por ejemplo, en el caso
unidimensional (d =1) si se consideran saltos z{m =aj +ib)  (siendo
i =~/—1) en puntos de discretizacién x i j=1,...,J, los modelos asimétricos
obtenidos son de la forma:

J
Ui (1) = Vi, = D cos(ayr)ag, — senfa;by, )
j=1
con Z7 = [zljm ] matrices Hermitianas semidefinidas positivas (por tanto bﬁ =0),

J=1..,J,y v, nimeros reales positivos verificando:
J
_ J
Vim Z|Zlm| =0, (515)
j=1

para Im = 1,...k.
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La principal complicacién respecto al caso univariante reside en las
restricciones que deben verificar los pardmetros. En el caso bivariante (k = 2)
la condicién de matrices semidefinidas positivas es equivalente a las

restricciones:
afy 20, ady >0, y afa3) > (an) +<b1]2> I =L, (5.16)

sin embargo en el caso general multivariante es bastante mds dificil chequear
dicha condicién. Por este motivo cuando k£ > 2 Rehman y Shapiro (1996)
propusieron reparametrizar el modelo a partir de las factorizaciones de Cholesky
de las matrices Z’, aunque los modelos resultantes no son funciones lineales de
los pardmetros (fijados los ptos. de discretizacién) y por tanto el ajuste de este
tipo de modelos es mucho méas complicado que en el caso univariante. Hay que
destacar también que incluso en el caso de k& = 2, el ajuste no puede realizarse
mediante programacién cuadrdtica ya que tanto (5.15) como (5.16) son
restricciones no lineales.

Estos modelos pueden ser generalizados para el caso multidimensional
d >1 aunque las expresiones obtenidas resultan algo mdas complicadas (de
hecho Rehman y Shapiro, 1996, tdnicamente mostraron las expresiones sin
simplificar para el caso d =2 y d = 3). Por ejemplo, en el caso de los auto-
semivariogramas (anisotrépicos), se obtendrian expresiones equivalentes a las
mostradas en la seccién 4.5.4. Por este motivo Rehman y Shapiro (1996)
consideraron modelos isotrépicos (por tanto simétricos) cuando d > 1 (con
expresiones casi idénticas a las del caso isotrépico univariante descrito en la
seccién 4.5.1); para conseguir mayor flexibilidad de estos modelos consideraron
ademds anisotropia geométrica (ver secciéon 2.2.2) y pardmetros de
desplazamiento espacial para modelar semivariogramas cruzados asimétricos
(seccién 5.3.4). Sin embargo, incluso utilizando los modelos isotrépicos més
sencillos, surgen el mismo tipo de problemas que en el caso unidimensional (algo
menores ya que se elimina la componente imaginaria) debidos a las restricciones

sobre los pardmetros para garantizar modelos validos.

OTROS METODOS

En la seccién 4.5.2 se describi6 la aproximacion de Yao y Journel (1998)

en el caso univariante, aunque de hecho estos autores se centraron en el caso
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multivariante. La principal diferencia en el caso general respecto a la
metodologia descrita en dicha seccién, reside a la hora de suavizar la tabla
(compleja) de pseudo-densidad espectral correspondiente al covariograma
cruzado (obtenida también utilizando la FFT); el suavizado se debe realizar
bajo la restriccién (5.8) de simetria respecto a la frecuencia cero (para obtener
covarianzas no imaginarias) y las restricciones (5.9) para garantizar modelos
vélidos (aunque sélo en el caso bivariante). Volviendo a transformar a la escala
original la tabla de densidad espectral resultante, se obtienen tablas de
covarianzas cruzadas (en general asimétricas) que pueden ser utilizadas para la
prediccién espacial multivariante. Teniendo en cuenta esto, las observaciones
realizadas al final de la seccién 4.5.2 sobre esta metodologia son aplicables
también al caso multivariante.

Se pueden obtener también modelos flexibles de semivariogramas cruzados
utilizando la representacién en medias méviles. Ver Hoef et al. (2003) propusieron
utilizar las funciones de medias méviles consideradas por Barry y Ver Hoef (1996)
para el caso univariante (ver seccién 4.5.3) para obtener modelos de
semivariogramas cruzados empleando la metodologia sugerida por Ver Hoef y
Barry'  (1998) (ver seccién anterior). Naturalmente los problemas
computacionales descritos en la seccién 4.5.3 para el caso univariante, se

incrementan al considerar miiltiples variables.

5.3.4 Modelado de asimetria

Utilizando la mayorfa de las aproximaciones descritas anteriormente se
obtienen inicialmente modelos simétricos de semivariogramas o covariogramas
cruzados (salvo con los métodos propuestos por Rehman y Shapiro, 1996, y Yao
y Journel, 1998). Sin embargo a partir de modelos simétricos se pueden obtener
otros asimétricos introduciendo un desfase espacial (“lag effect”); por ejemplo
Journel y Huijbregts (1978, p. 173) propusieron, para el caso del modelo lineal

de co-regionalizacién, desplazar los procesos Z,(s) considerando:

" Aunque en lugar de utilizar el criterio de ajuste m.c.p., Ver Hoef et al. (2003)
propusieron la estimaciéon de los pardmetros utilizando méaxima verosimilitud restringida

(ver seccién 4.3.2).
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L M,
ZXs) = Z,(s—A) =YD al V(s —A)+ p,

donde A, € R?, i=1,....,k, son los pardmetros de desplazamiento espacial
(normalmente se suele fijar A; = 0). De esta forma se obtienen los modelos
lineales de co-regionalizacién asimétricos:
l
Ci(h) = C;(h+ A; —A)) ZZ@ af Ch+ A —A).

m”gm
[=0m=1

Esta aproximacion se ha considerado también para el caso de modelos de

semivariogramas cruzados; si fyy.j(h), 5,7 = 1,....,k, son modelos vélidos de

semivariogramas cruzados simétricos, entonces:
fy;‘j(h) = fyl.].(h +A, - Aj), 7 =1..k

son semivariogramas cruzados asimétricos también validos.

5.3.5 Observaciones

El modelado de la dependencia espacial en el caso multivariante presenta
muchas més dificultades que en el caso univariante. Es necesario el modelado
conjunto de k(k+1)/2 semivariogramas o covariogramas cruzados y cuando
k > 2 se complica significativamente el problema debido a las condiciones
necesarias para garantizar modelos validos.

En el caso general de modelos asimétricos aparecen complicaciones
relacionadas con el nimero de dimensiones similares a considerar modelos no
isotrépicos en el caso univariante (ver p.e. la seccién 4.5.4). Se pueden evitar
estos inconvenientes considerando modelos isotrépicos y pardmetros de
desplazamiento espacial (aunque no resulta claro el papel de estos pardmetros
en el modelado de la asimetria), sin embargo persisten las mismas dificultades
para garantizar modelos vélidos cuando el nimero de variables es grande
(mayor que dos).

El ajuste de forma conjunta o por separado de los semivariogramas
cruzados es también un tema abierto. Si se da preferencia al ajuste de los auto-
semivariogramas como proponen algunos autores y son ajustados por separado

en un primer paso, las restricciones para garantizar modelos vélidos pueden
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producir que el ajuste posterior de los semivariogramas cruzados sea poco
satisfactorio (incluso utilizando modelos flexibles). Teniendo en cuenta las
observaciones realizadas en la seccién 5.2, como es de esperar una menor
influencia de la informacién secundaria, deberia ser prioritario obtener un buen
ajuste del auto-variograma de la variable principal.

Como conclusién podriamos decir que uno de los temas mads interesantes
de la geoestadistica espacial multivariante que requieren de mayor estudio, es
justamente la construccién de modelos flexibles de (co)variogramas cruzados y

de facil implementacién (ajuste) en la practica.
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CAPITULO 6

MODELOS ESPACIO-TEMPORALES

El modelado de procesos espacio-temporales es un problema crucial en
muchas disciplinas (ver seccién 1.1). En estos campos, el uso de modelos
geoestadisticos espacio-temporales se ha generalizado en los tltimos anos (ver
p.e. Kyriakidis y Journel, 1999). Sin embargo, muchas de las aproximaciones
empleadas inicialmente se basan en modelos originalmente desarrollados para el
caso puramente espacial o temporal, y consideran la dependencia espacio-
temporal de forma separada o no la explotan adecuadamente. Por este motivo
se han realizado recientemente multiples propuestas para el modelado de la
dependencia espacio-temporal. La demanda de este tipo de modelos continua
siendo creciente, por lo que es de esperar que también se produzca un desarrollo
importante en este campo durante los préximos anos.

En este capitulo nos centraremos en la extension de los modelos
geoestadisticos espaciales para el caso de la inclusién de una dimensién temporal
adicional. En la seccién 6.1 se hace una pequena revision de las aproximaciones
disponibles actualmente. En la seccién 6.2 se presentan algunos de los modelos
paramétricos de (co)variogramas no separables mas conocidos. Al final de este
capitulo, en la seccién 6.3, se generaliza la aproximacién de Shapiro y Botha
(1991) para la obtencién de familias flexibles de modelos vélidos de variogramas

estacionarios espacio-temporales.

6.1 INTRODUCCION

En el pasado se han considerado numerosas alternativas para el modelado
de procesos espacio-temporales (ver p.e. Kyriakidis y Journel, 1999). Podriamos

clasificar las distintas formas de proceder en dos grandes grupos dependiendo del
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punto de vista inicial: modelos considerando procesos multivariantes espaciales o
temporales (seccién 6.1.1) y modelos considerando un proceso espacio-temporal
univariante (seccién 6.1.2). Recientemente parece ser que se ha optado por la
segunda de las opciones (y es la tnica que va a ser considerada en los siguientes
capitulos), principalmente debido al mayor nimero de modelos de variogramas
espacio-temporales disponibles gracias a los tltimos trabajos realizados en este
campo (ver secciones 6.2 y 6.3). Aunque en teoria ambos puntos de vista tienen
bastante en comtin, existen importantes diferencias a la hora de aplicarlos en la
practica; en la seccién 6.1.3 se comparan ambas aproximaciones.

Supongamos por el momento que el proceso espacio-temporal Z(s,t)

admite una descomposicion de la forma:
Z(s.t) = pls,t) + 6(s,1), (6.1)

siendo pu(s,t) la funcién deterministica' de tendencia y §(s,t) un proceso espacial

de media cero y con variograma no necesariamente estacionario:
27(517527t1=t2) = VaT(Z(Sptl) - Z(Szatz))a

y en ocasiones ademds se supondrd que este proceso tiene también

covariograma:
C(s,89,1,t,) = Cov(Z(s, 1), Z(sy,1,)) -

En este trabajo nos centraremos sin embargo en el caso de variogramas y
covariogramas estacionarios (i.e. funciones de s, —s, y 4 —1,); ya que en la
practica normalmente sélo se dispondrd de una tnica realizacién parcial del
proceso dificultando la inferencia sobre variogramas o covariogramas no
estacionarios. Adicionalmente, ver comentarios al final de la seccién 6.1.2, los
modelos estacionarios pueden ser utilizados como punto de partida para el

modelado de procesos no estacionarios.

! También han sido consideradas, especialmente en el campo espacio-temporal,

tendencias aleatorias (ver p.e. Kyriakidis y Journel, 1999, pp. 661-663; Chileés y
Delfiner, 1999, seccién 5.8.4); este caso sin embargo no va a ser considerado aqui,
aunque la forma de proceder es similar (la tnica diferencia estd a la hora de eliminar la
tendencia, utilizdndose un método kriging en el caso aleatorio; ver p.e. Wackernagel,

1998, pp. 212-213).
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6.1.1 Aproximacion espacial multivariante

Como ya se comenté anteriormente, en algunas ocasiones se ha utilizado
la metodologia espacial multivariante descrita en el capitulo 5 para el modelado
de la dependencia espacio-temporal. Este tipo de aproximaciones han sido
consideradas principalmente en los primeros trabajos en los que comenzé a ser
necesario el modelado de procesos espacio-temporales y resultaban poco
satisfactorios o adecuados los modelos de (co)variogramas espacio-temporales
disponibles en aquel momento.

Dependiendo de la configuraciéon de los datos se suelen considerar dos
alternativas. Si el muestreo espacial es mdas denso que el temporal y se observa
el proceso en t,..,t, instantes temporales (y para cada instante ¢, se dispone de
suficientes observaciones espaciales), se suele considerar el proceso espacial

multivariante:

Z(s) = (Z,(5),.., Zp(s)) | (6.2)

siendo Z;(s) = Z(s,t;), i = 1,...,T (e.g. Egbert y Lettenmaier, 1986). Mientras
que si el muestreo de las observaciones es més denso en el tiempo, incluyendo
un nimero menor de posiciones espaciales si,...,sy, se suele utilizar el proceso

temporal (espacial unidimensional) multivariante:

Zt) = (Zi(t),...,Zn (1)), (6.3)
con Zj(t) = Z(s;t), j = 1,...,N (e.g. Solow y Gorelick, 1986). Por tanto, en
cualquiera de los casos, debe haber cierta clase de regularidad (temporal o
espacial) en el conjunto de observaciones; por ejemplo, si el proceso es observado
siempre en distintas posiciones espaciales y temporales no podriamos utilizar
ninguna de estas alternativas.

La representacién elegida limita ademds las posiciones espacio-temporales
en las que se pueden obtener predicciones sin modelado adicional® (utilizando la
metodologia espacial multivariante habitual descrita en el capitulo b5).

Considerando el proceso espacial multivariante (6.2) y utilizando alguno de los

> En ocasiones, modelos discretos son extendidos al caso continuo interpolando
(mediante algiin método kriging por ejemplo) los valores obtenidos de los pardmetros

en los puntos de discretizacion.
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métodos cokriging, sélo se pueden obtener predicciones en posiciones (s,t) con
t e {tl,..,tT } , mientras que si se consideran modelos del tipo (6.3) solo se puede
predecir en (s,t) con s € {sq,...,Sy }.

Si se consideran aproximaciones del tipo (6.2) es necesario el modelado de
T(T +1)/2 auto-variogramas y variogramas cruzados (o covariogramas); lo
cual puede resultar bastante complicado teniendo en cuenta las observaciones
realizadas en el capitulo 5 (ver p.e. seccién 5.3.5). A partir de la descomposicién

(6.1), se obtiene que:
’Vij(h) = (s,s + h,ti,tj) = V(hatiatj)a

y por tanto equivale a suponer que el semivariograma del proceso espacio-
temporal es estacionario en el espacio (en cuyo caso diremos que el
semivariograma es espacial-estacionario), aunque no es necesario que haya
estacionariedad temporal; esta serd la principal ventaja de este tipo de modelos
respecto a las aproximaciones espacio-temporales univariantes habitualmente
consideradas. Las mismas observaciones sirven también para el caso de
considerar procesos temporales multivariantes, donde habrd que modelar
N(N +1)/2 variogramas cruzados y no es necesario que exista estacionariedad

espacial.

6.1.2 Aproximacion espacio-temporal univariante

En este caso normalmente se considera el proceso espacio-temporal Z(s,t)
admite una descomposicién del tipo (6.1), aunque suponiendo que el proceso
8(s,t) verifica algin tipo de estacionariedad. Usualmente se considera que este

proceso es intrinsecamente estacionario con semivariogramas:
v(s,s + h,t,t + u) = y(h,u),

o estacionario de segundo orden con covariograma:
C(s,s +hit,t +u) = Clhyu).

La hipétesis de isotropia, tradicionalmente considerada en el caso
puramente espacial, es claramente poco adecuada para el caso espacio-temporal

(implicarfa suponer que un salto espacial es igual a un salto temporal); por este
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motivo se han considerado numerosas alternativas para la obtenciéon de modelos
vélidos de semivariogramas espacio-temporales:
1. Modelos de variogramas geométricamente  anisotrépicos  (e.g.

Dimitrakopoulos y Lou, 1994). En ocasiones se supone que:

y(h,u) = 0 (Ja, [P + ayu? ),

siendo ~°() un semivariograma isotrépico (p.e. alguno de los mostrados
en la seccion 4.2); el caso general se tiene en la seccién 2.2.2. Sin embargo
esta hipétesis puede ser también poco adecuada para el caso espacio-
temporal, principalmente debido a que implica asumir que la forma del
semivariograma es la misma en el espacio y en el tiempo. Un ejemplo de
semivariograma de este tipo, (que serd utilizado en capitulos siguientes),

es el siguiente modelo de semivariograma esférico anisotrépico

(SVESFA):
v(h,u[8) = Y (Ih|* + bu?|6),
0 sih =20
~ 3h 1(h\? (6.4)
0 _ ] 2120 (B ' <
v(h‘e) ¢y +o {2@ 2(@)} si0<h<a
co+02 sih > a

siendo 0 = (¢;,a,b,0%)', con ¢, >0 (efecto nugget), a > 0 (rango
semivariograma esférico), b >0 (pardmetro de interaccién espacio-
temporal) y ¢? > 0 (umbral parcial). En la figura 6.1(a) se muestra un
ejemplo de la forma de este modelo.

2. Modelos de covariogramas separables (e.g. Guttorp et al., 1992; seccién

2.2.2), también denominados covariogramas producto o factorizables:
Clhu) = C,(0)C,(w), (6.5

considerando por tanto que la dependencia espacial es independiente de
la dependencia temporal®. Lo que equivale a suponer que el proceso §(s,t)

admite la descomposicion:

? Nétese que (6.5) implica que, fijados h; y hy, C(hy,-) es proporcional a C(hy,-) (i.e.
las covarianzas cruzadas de las series temporales correspondientes a cualquier par de

posiciones espaciales siempre tienen la misma forma). Andlogamente, si se fijan dos
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(s, t) = 6,(s)0,(2)
siendo 6,(s) y &,(t) procesos independientes’. A partir de (6.5), teniendo

en cuenta la relacién entre el covariograma y el variograma, se deduce

que:

(b, u) = 75 (0)C;(0) + C(0)y, (u) — 5 () v, (u).
Un semivariograma de este tipo (que serd utilizado también en capitulos
siguientes) es el modelo de semivariograma correspondiente a un
covariograma exponencial separable (SVEXPS):

o +02(1—8Xp{—%—”%}) sih=0ou=0

0 sih=0yu=0

v(h,u|6) = (6.6)
siendo 0 = (c;,a,b, o?)', con ¢y > 0 (efecto nugget), a > 0 (pardmetro de
escala temporal), b > 0 (pardmetro de escala espacial) y o2 > 0 (umbral
parcial). En la figura 6.1(b) se tiene un ejemplo del aspecto que presentan
este tipo de modelos.

3. Modelos de (co)variogramas anidados (e.g. Rouhani y Hall, 1989),

también denominados variogramas suma o con anisotropia zonal (seccién
2.2.2):

V(b w) = v(h) + 7, (u),
considerando también de forma independiente la dependencia espacial y

temporal. En el caso de estacionariedad de segundo orden se tendria que:
C(h,u) = Cs(h) + Cy(u),
lo que equivale a suponer que el proceso 6(s,t) admite la descomposicién:
6(s,t) = 6,(s) + 6,(t).

siendo 6,(s) y &(t) procesos independientes (por tanto también

podriamos clasificar estos modelos como separables).

saltos temporales, la forma del covariograma (como funcién del salto espacial) es la
misma.
! También se han considerados algunas variaciones sobre los modelos de este tipo, por

ejemplo considerando procesos tipificados (Haas, 1995).
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(a) SVESFA (b) SVEXPS
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Figura 6.1. Grafico de contorno de los modelos: (a) SVESFA (ec.
(64)con ¢y =1,a=2,b=05y o> =1)y (b) SVEXPS (ec. (6.6)
conc,=1,a=05,b=025y o? =1).

4. Modelos de variogramas espaciales no estacionarios (e.g. Sampson y

Guttorp, 1992; ver también seccién 2.2.2):

Y(sy,89, 8, ty) = Y(81,8,) -

En este caso se supone que la tendencia captura totalmente la
variabilidad temporal y que el proceso 6(s,t) = 6(s) es puramente
espacial; de esta forma las observaciones temporales se corresponden con
T replicas independientes de este proceso y es mds facil realizar
inferencias sobre variogramas no estacionarios. Una revisién bastante
detallada de este tipo de modelos se tiene en Guttorp y Sampson (1994).
5. Modelos de (co)variogramas espacio-temporales estacionarios no
separables (e.g. Jones y Zhang, 1997; Cressie y Huang, 1999; Christakos,
2000; De Cesare et al., 2001; De Iaco et al., 2001, 2002a; Gneiting, 2002;
Ma, 2002; Stein, 2003). Como los modelos anteriores (basados en la
metodologia espacial tradicional) pueden ser en ciertas ocasiones poco
adecuados para el caso espacio-temporal (ver p.e. Journel, 1986), se ha
realizado recientemente un esfuerzo considerable para la obtencién de
nuevos modelos de dependencia que soporten una posible interaccion

espacio-temporal (en la seccién 6.2 se hace una pequena revisién de los
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modelos paramétricos mds conocidos). La mayoria de estos modelos

suponen isotropfa en la componente espacial y temporal, i.e.:

V(sp,89, b5 y) = 7(”51 — 8 ||>|t1 — 1t |)v

aunque en ocasiones pueden ser deseables modelos no simétricos (ver
comentarios al final de la seccién 6.2).

6. Modelos de (co)variogramas espacio-temporales no estacionarios (e.g.
Christakos, 2000; Fuentes y Smith, 2001; Fuentes, 2002; Ma, 2002, 2003).
Muy recientemente también se han comenzado a desarrollar modelos no
estacionarios que pueden ser utilizados en el caso espacio-temporal.
Aunque todavia es necesario un mayor estudio que permita la obtencién
de nuevos modelos y procedimientos para su uso en la practica, es de
esperar un desarrollo creciente de este tipo de modelos en los préximos

anos.

Como ya se manifesté anteriormente, en este trabajo nos centraremos
uinicamente en el caso de procesos estacionarios. Los modelos estacionarios pueden
ser utilizados también para el caso de procesos no estacionarios, por ejemplo
procediendo de forma local. Estas aproximaciones, que denominaremos tipo
ventana movil (e.g. Haas, 1990, 1995), se basan en la idea de que es razonable
suponer un modelo homogéneo en el entorno (ventana) de una posicién espacial.
Ademsds, los modelos de variogramas espacio-temporales estacionarios pueden ser
utilizados para la obtenciéon de modelos no estacionarios. De hecho es asi como han
sido obtenidos la mayorfa de los modelos disponibles en la actualidad. Por ejemplo
Fuentes y Smith (2001) y Fuentes (2002), basdndose en la idea anterior de
estacionariedad local, obtuvieron modelos no estacionarios a partir de
convoluciones de procesos localmente estacionarios. Un resultado interesante,
debido a Ma (2003), es que si ~(h,u) es un variograma espacio-temporal

estacionario entonces:
C(81,89,11,ty) = (sy + 89,8 +1y) — V(8] — 89,8 — 1),
Cy (81,89, ty) = Y(8y,t)) + (89, 8y) — (8] — 89,8 — 1),
Cy(sy,89, 8, 8) = 2{ (s, t;) + (s, t5) } — V(8] + 85,8 + 1)) — (8] — S0 t; — 1),

son covariogramas espacio-temporales no estacionarios validos.
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6.1.3 Observaciones

Como cabia esperar existen bastantes puntos en comin entre las
aproximaciones espaciales multivariantes (seccién 6.1.1) y la aproximacién
espacio-temporal univariante (seccién 6.1.2). Si el objetivo final es la prediccién,
puede verse que los métodos kriging en el contexto espacio-temporal son
equivalentes a utilizar métodos cokriging con cualquiera de las aproximaciones
multivariantes. Por ejemplo, si suponemos en la descomposicién (6.1) que la
tendencia es conocida (y que el covariograma existe), puede probarse facilmente
(e.g. Kyriakidis y Journel, 1999, pp. 673-675) que el predictor del kriging simple
espacio-temporal (ver seccién 3.2) coincide con el predictor cokriging simple
(seccién 5.2.1) obtenido considerando el proceso espacial multivariante (6.2);

suponiendo estacionariedad, simplemente hay que tener en cuenta la relacién:

Cy(h) = Clt, — t).

Si se consideran vectores de procesos temporales del tipo (6.3) se obtiene

también mismo resultado, ya que en este caso:
Ci;(u) = Cls; —s;,u).

En el caso de media desconocida hay que tener cuidado sin embargo con las
hipétesis que asumen sobre ella los métodos utilizados. Por ejemplo, en el caso
de media constante, el predictor del kriging ordinario (espacio-temporal) no va a
coincidir con el predictor cokriging ordinario tradicional ya que al utilizar este
iltimo se asume que las medias de los componentes del proceso multivariante
son distintas (dando lugar por tanto a un predictor no 6ptimo).

En principal inconveniente de la aproximacién espacial multivariante,
ademads de los descritos en la seccién 6.1.1, es la dificultad para la obtencién de
modelos vélidos de dependencia. Teniendo en cuenta las observaciones
realizadas en el capitulo 5 (ver p.e. la seccién 5.3.5), el problema de incluir una
dimensién adicional es menor que los debidos a considerar miltiples variables.
Este es posiblemente el principal motivo que justifica que en los 1ltimos anos se
haya optado aparentemente por la aproximaciéon espacio-temporal (tinica
considerada en el resto de este trabajo). Adicionalmente, en ocasiones puede ser
de interés el modelado de procesos espacio-temporales multivariantes. Para ello

podemos recurrir a modelos de variogramas espacio-temporales junto con alguna
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de las herramientas descritas en la seccién 5.3, utilizando por ejemplo el modelo
lineal de co-regionalizacion (e.g. De laco et al., 2003). Esta claro que utilizar en
este caso la aproximaciéon espacial multivariante presentard muchas més

complicaciones.

6.2 MODELOS PARAMETRICOS DE SEMIVARIOGRAMAS NO

SEPARABLES

Se han utilizado una gran variedad de métodos para la obtencién de
modelos de variogramas espacio-temporales no separables, por ejemplo a partir
de ecuaciones diferenciales estocdsticas (e.g. Jones y Zhang, 1997 y Christakos,
2000), utilizando como base modelos separables (e.g. De Cesare et al., 2001; De
Iaco et al., 2001, 2002a y Ma, 2002) o a partir de la representacién espectral
(e.g. Cressie y Huang, 1999; Gneiting, 2002 y Stein, 2003).

El principal inconveniente de los métodos basados en ecuaciones
diferenciales estocasticas es que en la mayoria de las ocasiones no se pueden
obtener expresiones explicitas de los modelos de covariogramas, por lo que su
uso en la préactica presenta més dificultades.

Una extensién de los modelos separables, propuesta inicialmente por De

Cesare et al. (2001), es el denominado modelo de covariograma suma-producto:
C(h,u) = k,Cy(h)C,(u) + k,Cy(h) + k;C,(u),

donde C4(-) y C,() son covariogramas validos y &k >0,k >0,k >0 para
garantizar su validez. De laco et al. (2001) propusieron la siguiente

generalizacién de este modelo:

V(b u) = v(h) + 7, (u) — kys(h)y, (u),
que denominaron modelo suma-producto generalizado, donde () y ~,(-) son

variogramas acotados validos y:
0<k< l/max{umbml(vs(h)),umbml(vt(u))}.
Una ventaja sugerida por los autores es que el ajuste de estos modelos puede

llevarse a cabo en la practica a partir de los semivariogramas marginales 7(h,0) y

~(0,u) (procediendo de forma totalmente andloga al caso puramente espacial). Sin
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embargo esto resulta en una severa restricciéon a la hora de modelar posibles
interacciones espacio-temporales, por lo que resulta poco recomendable esta forma
proceder en la préctica (de hecho es de esperar que estos modelos no sean muy
adecuados para modelar interacciones de este tipo). Otros modelos paramétricos
no separables obtenidos a partir de covariogramas separables, son por ejemplo los
propuestos por Ma (2002):

00 00

p(h,u) = z% z% pi(0)pf (u)p,; ,
i=0 j=

siendo pi(-) y ptj () correlogramas validos para 4,j = 1,2,... y p;; > 0 tales que:

Do Py =1

También se han derivado modelos no separables aplicando la propiedad (2.8) a
modelos separables (e.g. De laco et al., 2002a y Ma, 2002) o al modelo suma-
producto (De Iaco et al., 2002a).

Cressie y Huang (1999) obtuvieron varias familias de covariogramas no

separables a partir de la representacién espectral:
C(h,u) = fRd 1) (o, 1) k(w)dw,
siendo p(w,)) un correlograma continuo Vw € R?, verificando:
fp(w, u)du < 00,
y k(w) > 0 con fRd k(w)dw < oco.

Esta aproximacién fue generalizada posteriormente por Gneiting (2002),

obteniendo modelos de la forma:

) = — 7 S0[ ||h||2]
ey T (Y Ou?))

siendo ¢ (t),t > 0, una funcién completamente monétona y (t),t > 0, una

funcién positiva con derivada completamente monétona’ (en Gneiting, 2002, p.

591, se tienen algunos ejemplos de este tipo de funciones). Recordando que una

° Aunque estos modelos son no separables, la funcién ¢(-) estd asociada a la

componente espacial y ¥(-) a la temporal.
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funcién ¢ (t),t > 0, es completamente mondétona si y sélo si es continua en 0 y

verifica:
(1" ™ (t) >0, Vt >0, (n=0,1,2,...).

Por ejemplo, algunos de los modelos obtenidos utilizando esta aproximacién (y
que seran utilizados en los préximos capitulos) son los siguientes:
*  Modelo de semivariograma (SVCH?2) correspondiente al ejemplo 2 de Cressie

y Huang (1999, p. 1333):

2 1 0| h|? :
g to 1——d/Qexp - sih=0ou=0
~y(h,u|0) = (atul +1) alul +1

0 sih=0yu=0.

(6.7)

*  Modelo de semivariograma (SVCH4) correspondiente al ejemplo 4 de Cressie
y Huang (1999, p. 1333):
co+02 1— alul+ 1 e sih=0o0u=0
v(h,u|0) = {(a1ur +1)* + %)} (6.8)
0 sih=0yu=0.

Donde, en las expresiones anteriores, d es la dimensién espacial y
0 = (c,a,b, o?), con ¢y > 0 (efecto nugget), a > 0(pardmetro de escala
temporal), b > 0 (pardmetro de escala espacial) y ¢? > 0 (umbral parcial). En
la figura 6.2 se muestran gréficos de contorno de estos modelos.

Los modelos anteriores de semivariogramas, al igual que la casi totalidad
de los modelos paramétricos disponibles en la actualidad, son funciones del salto
espacial h tnicamente a través de la distancia ||h|. La suposicién de isotropia en
la componente espacial puede ser una propiedad interesante; sin embargo, si un
semivariograma espacio-temporal es simétrico en el salto espacial entonces

necesariamente también es simétrico en el salto temporal, ya que:

V(b u) = y(=h,—u) = ~y(h,—u), (6.9)
(por tanto un semivariograma espacial-isotropico es también temporal-
isotrépico); Gneiting (2002) denominé a la propiedad (6.9) simetria espacio-
temporal completa. En algunos casos esta suposicion puede ser poco apropiada,
por ejemplo cuando hay un flujo temporal en una direccién (ver p.e. Gneiting,

2002, seccién 4 6 Stein, 2003, seccién 7), y por tanto puede ser deseable disponer
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de modelos de semivariogramas espacio-temporales que no posean esta
propiedad. Actualmente se han derivado algunos modelos asimétricos a partir de
modelos completamente simétricos. Por ejemplo, Stein (2003, seccién 5) propuso
un método para la obtencién de semivariogramas no completamente simétricos
utilizando las derivadas de modelos completamente simétricos. Sin embargo, en
la mayoria de los casos (e.g. Gneiting, 2002, p. 598; Stein, 2003, seccién 7) estos
modelos se han obtenido perturbando un modelo espacial-isotrépico,
reemplazando en su expresion |[h| por |h — vt|, con v € R? (pardmetro que se
podria interpretar como el vector de velocidad media del campo). Otra
alternativa serfa utilizar modelos completamente anisotrépicos (mds generales),
como por ejemplo los mostrados en la secciéon 4.5.4. Aunque todavia es un
problema abierto el encontrar modelos flexibles m&ds simples que permitan

modelar asimetrias de este tipo.

(a) SVCH2 (b) SVCH4
2.0 z.0
1.8 1.8
164 164 o
1|4_- 1.4—- - 19
1 1 18
1.2 1.24 17
] ] 16
1.0_ 1.0_ 15
0.8 0.8 1.4
1 1 1.3
0.6 - 0.6 1.2
| B
4 0.4 1.0
- - 1‘
oo T T T T T 0o T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 6.2. Grafico de contorno de los modelos: (a) SVCH2 (ec. (6.7)) y (b)
SVCH4 (ec.(6.8)) con pardmetros d =1, ¢y =1,a=1,b=1y o =1.

6.3 MODELOS FLEXIBLES DE SEMIVARIOGRAMAS ESPACIO-

TEMPORALES

Como se mostré en las secciones anteriores, recientemente se han
obtenido algunos modelos paramétricos de variogramas estacionarios espacio-

temporales no separables. Sin embargo, aunque se incremente el nimero de
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modelos de variogramas espacio-temporales disponibles (algo de esperar en los
préximos afnos), al utilizar en la practica modelos paramétricos persistird el
problema de una posible mala especificacién del modelo. Por tanto, al igual que
en el caso espacial (ver seccién 4.5), es también deseable disponer de modelos de
variogramas espacio-temporales suficientemente flexibles que se puedan adaptar
a cualquier situacién. Los modelos espaciales completamente anisotrépicos
propuestos en la seccién 4.5.4 son también adecuados para el caso espacio-
temporal; sin embargo, teniendo en cuenta las observaciones realizadas al final
de dicha seccién, pueden surgir problemas con estos modelos cuando el nimero
de dimensiones es grande. Una forma natural de evitar estos problemas es
suponer isotropia en la componente espacial (lo que en cierta forma equivale a
reducir la dimensién espacial a uno).

Ferndndez-Casal et al. (2001, 2003a) generalizaron la aproximacién de
Shapiro y Botha (1991) para la obtencién de familias flexibles de modelos
véalidos de variogramas estacionarios anisotrépicos en dos componentes. Estos
modelos, que pueden ser utilizados para el caso espacio-temporal, se presentan a

continuacion.

6.3.1 Modelos anisotropicos en dos componentes

Podemos obtener modelos vélidos de semivariogramas espacio-temporales
como casos particulares de modelos espaciales anisotrépicos en dos componentes;
lo que adicionalmente proporciona mayor variedad de modelos aplicables
también al caso espacio-temporal.

Supongamos que Z(s) es un proceso espacial en R estacionario de

segundo orden, es decir:
E(Z(s)) = p(s) =,
Cov(Z(s,),Z(s,)) = C(sy,s,) = C(h),
siendo h =s; —s,. Supongamos ademds que, sin ser necesariamente el

covariograma isotrépico, hay isotropfa dentro de dos componentes del vector de

salto:

C(h) = C(|hy |.||by |) = C(rw), (6.10)
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siendo h, € R% un vector formado por d, componentes del salto h y h, € R®%
el vector formado por las d, = d — d; componentes restantes. Notese que este es
por ejemplo el caso de un proceso espacio-temporal estacionario con un
covariograma espacial-isotrépico/temporal-isotrépico C(h,t) = C(|hl],|t]).

Si ademds el covariograma es continuo en el origen, por el teorema de

Bochner (Bochner, 1955) el covariograma admite una representacién de la forma

(2.11), Le.:
C(hy;hy) = fRdl f]RdQ MR (w,7) (6.11)

donde dF es una medida positiva finita, y siendo el reciproco también cierto.
Naturalmente si la funcién de distribucién espectral F' es diferenciable, podemos
expresar la ecuacién anterior en términos de la funcién de densidad espectral®
flw,T) >0.

De forma andloga al caso de isotropia espacial (seccién 2.2.3), podemos
obtener la siguiente expresiéon de la ecuacién (6.11) anterior correspondiente a

un covariograma anisotrépico en dos componentes del tipo (6.10):
oo oo
cwwy:L ﬁ)m“M%@@MM%QmL (6.12)

donde k() estd definida por (2.16) y G, es una funcién positiva acotada en
[0,00) X [0,00) de propiedades similares a las de una funcién de distribucién

bidimensional. Esta funcién es de la forma:

Gd()\m) - »ﬁw\KAﬁ‘r\Kv dF(w’ T)7

siendo dF una medida positiva simétrica. Ademds, al igual que en el caso

espacial isotrépico, se verifica que:
o o0
C@@:Llﬁd%@m.

Hay que destacar que la gran mayoria de los modelos espacio-temporales
disponibles en la actualidad (ver secciones anteriores) son casos particulares de

(6.12). Por ejemplo, la suposicion de covariogramas separables del tipo

% Ademds, como en el caso de procesos reales el covariograma es una funcién par,
podemos sustituir en las expresiones anteriores los factores exponenciales por cosenos y

la funcién de densidad espectral es también una funcién par
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C(h,t) = C(|h)Cy(|t]), frecuentemente utilizados en la préctica para simplificar
el problema del modelado de la dependencia espacio-temporal, se corresponden
con el caso de f(w,T) = fillwn)piT).

Al igual que en el caso espacial, en general las expresiones de la ecuacién
(6.12) incluirdn funciones trigonométricas cuando d; es impar y funciones de
Bessel de orden entero cuando d; es par. Por ejemplo, para d; =2, dy =1 y

d; = 3, dy = 1, obtendriamos respectivamente expresiones de la forma:

C(ru) = fo > fo Ty () cos(vu)dG(A, v)

f foo senAr cos(vu)dG(Av).

Es importante destacar también que un covariograma que admite la
representacién (6.12) es un covariograma valido en R% deé, lel <d vy
‘v’dz’ < d,. Ademds, de modo andlogo al caso espacial isotrépico (ver seccién

2.2.3), puede verse facilmente que:
C(r f f Koo )\’I”)Iid (vu)dG (A ) f f vu)dG()\ v),
es un covariograma vélido para cualquier d;, y que:
C(r f f Koo (AT)Koo (V0)d G (A, v) f f -t dG(\v),

es un covariograma vélido para cualesquiera d, y d,.

A partir de las observaciones anteriores, y teniendo en cuenta la relacién
(2.20), se deduce que una funcién es el semivariograma de un proceso espacial
anisotrépico en dos componentes si y sélo si admite una representacién de la

forma:

vy —v(r,u) sir>00u>0

y(ryu) = { (6.13)

0 sir=u=20

siendo v, una constante positiva y v(r,u) una funcién semidefinida positiva

continua en el origen que admite la representacién (6.12), y tales que:

= 1(0,0) = v, —fooofooodG(/\,v) >0

Utilizando modelos del tipo (6.13), el problema del modelado de la

dependencia espacio-temporal de un conjunto de datos se reduce a encontrar
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una constante positiva v, y una funcién G adecuadas. Para facilitar la
resolucién de este problema podemos considerar una simplificacién andloga a la
propuesta por Shapiro y Botha (1991) para el caso espacial isotrépico (seccién
4.5.1), o a la del caso completamente anisotrépico descrito en la seccién 4.5.4, y
considerar unicamente medidas atémicas. Es decir, suponer que G es una

funcién con un nidmero finito de saltos positivos z;; en puntos (mi,yj), de la

forma:

G(z,y) = Z Z 2

;ST Y; <y

Los modelos de semivariogramas (acotados) obtenidos, que

denominaremos modelos de Shapiro-Botha extendidos (SVSBE), son de la forma:

I J
v(ryu) = vy —v(ru) = v, — ZZ/{dl (xl-r)/ﬁd2 (yw)z; (6.14)
i=1j=1
para (r,u) = (0,0), verificando:
2y 0, (6.15)
1 J
vo— D02 2 0. (6.16)
i=1 j=1

El ajuste de este tipo de modelos se trata en la siguiente seccién; donde
se muestra que, si se emplea el criterio m.c.p. (ver seccién 4.3.1), este problema
se puede resolver también fdcilmente mediante programacién cuadrdtica. La

seleccién de los puntos de discretizacién (z;,y j) se discutird en la seccién 6.2.3.

6.3.2 Ajuste

Entre los criterios de bondad de ajuste para encontrar un variograma
valido que describa adecuadamente la dependencia presente en los datos
(seccion 4.3), el criterio de minimos cuadrados ponderados podria ser una buena
opcién en este caso. La eleccion de este método estaria justificada
principalmente por dos razones: requiere pocas suposiciones acerca de la
distribucién de los datos (algo en concordancia con la idea de la estimacién no
paramétrica) y puede llevarse a cabo facilmente en la préactica.

Utilizando el criterio m.c.p., si:



150 GEOESTADISTICA ESPACIO-TEMPORAL

{f?kl = ’?(%Ul) : (kJ) € M}7

es el conjunto de estimaciones piloto del semivariograma’, donde M representa el
conjunto de indices correspondiente a los saltos considerados, el problema del
ajuste de un modelo vélido se reduce a encontrar el vector 0 = (z,...,2; J,l/o)/ de

dimensién [ x J + 1 que minimiza la funcién:

Q(6) = Z Wy | Vi — V0+22”d zm.) R, y]ul) ’

(klyeM i=1 j=

sujeto a las restricciones lineales (6.15) y (6.16).

Al igual que en el caso isotrépico de Shapiro y Botha (1991), se trata de
un problema de programacién cuadrética que se resuelve de modo idéntico (p.e.
utilizando la rutina QPROG de la libreria IMSL). Naturalmente, para este
problema de minimizacién tenga solucién unica se debe verificar necesariamente
que |[M|>1xJ +1 (donde |M]| es el numero de saltos utilizados en el ajuste).
Si en la eleccion de los pesos se sigue el criterio propuesto por Cressie (1985) de
tomar w,, = |N(rk,ul)|/v(rk,ul)2, siendo |N(rk,ul)| el numero de pares utilizados
en la estimacién 4,, = 4(n,,u,), habrd que proceder también de forma iterativa,
tomando w;,, =1 en el primer paso (m.c.0.) y recalculando los pesos en cada
iteracién hasta convergencia.

Después de resolver este problema, si 0 = (311,...,31{],50)' es la solucién

6ptima obtenida, el modelo de semivariograma ajustado vendra dado por:

para (r,u) = (0,0); y la correspondiente suma de cuadrados ponderados (MCP)

sera:
n,w) )
MCP = > |N(rk,u;)|[zrk —1] > NG, W), (6.17)
(k)EM 7, w) (k.D)EM

(se define de esta forma para poder comparar ajustes a diferentes estimadores

piloto).

" El problema de la obtencién de un conjunto de estimaciones piloto adecuado se trata

en el siguiente capitulo.
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Los modelos obtenidos de esta manera son también sumamente flexibles y
casi siempre producen buenas aproximaciones a las estimaciones piloto. Esto
puede dar lugar a problemas de “sobreajuste” y también sugiere la importancia
de utilizar estimaciones piloto eficientes. Para evitar estos problemas, siguiendo
la idea de Febrero-Bande et al. (1998), propondremos el uso de un estimador no
paramétrico del semivariograma (capitulo 7). Una aproximacién alternativa’®
serfa la inclusién de restricciones adicionales (lineales) de suavidad, monotonia o
convexidad, aunque esto serfa m&ds complicado que en el caso unidimensional
(isotrépico) considerado por Shapiro y Botha (1991, pp. 91-94).

Podrian considerarse otros criterios para la estimacion de los pardmetros
de estos modelos. Por ejemplo, el método m.c.g. puede implementarse del mismo
modo que el método anterior y podria mejorar significativamente el
comportamiento de los modelos ajustados. Sin embargo, para poder utilizar el
criterio m.c.g. serfan necesarias expresiones que permitirfan el cédlculo de
Var(3(n,,w)) y Cov(3(rs,w),(r;,u;)). Estas expresiones estdn disponibles para
el estimador empirico (Cressie, 1985), aunque no actualmente para el estimador
no paramétrico propuesto en el capitulo siguiente. Otros métodos que requieren
de una minimizacién no lineal multidimensional deberian descartarse por el
momento para este tipo de modelos, ya que complicarian significativamente la
obtencién de una solucién 6ptima. Este es el caso por ejemplo de los métodos
basados en maédxima verosimilitud, déonde ademds es en principio necesaria la
suposicién de normalidad (dificil de chequear en la préctica).

También es importante senalar, especialmente al utilizar una
aproximacién no paramétrica, que siempre se debe tener cuidado con las
extrapolaciones. Los modelos ajustados no deberfan ser evaluados en saltos
mucho mayores que los mdximos saltos considerados en el ajuste’. Por este
motivo, se recomienda utilizar kriging local (tipo ventana mdévil) para evitar los

posibles inconvenientes de la extrapolacion.

® También se podria pensar en obtener un ajuste mds suave utilizando modelos
correspondientes a dimensiones mayores menos flexibles.
? En caso contrario puede ocurrir, por ejemplo, que observaciones muy alejadas de la

posicién de prediccién reciban mayor peso que observaciones cercanas.
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6.3.3 Seleccion de los puntos de discretizacion

Para la seleccién de los puntos de discretizacién (z,,y ].) podemos seguir el

criterio inicial de Shapiro y Botha (1991) y tomar estos puntos regularmente

espaciados:

z, =gy, i =1,...,1,
o 6.18
Y; = JP9 7 = L), (6.18)

siendo ¢, y ¢, dos niimeros positivos. En cuyo caso el problema crucial es la
seleccién de valores apropiados para ¢; y ¢,. Estos pueden tomarse por ejemplo
de forma que se minimice la suma de cuadrados ponderados del ajuste (e.g.
Fernandez-Casal et al., 2001, 2003a; seccién 7.1.2), aunque procediendo de esta
manera aparecen problemas computacionales cuando el nimero de puntos de
discretizacién es grande. Por ejemplo, en un ajuste con I =13 y J =14 (183
pardametros), el tiempo de computacién del algoritmo iterativo de programacion
cuadratica resulté de 14.5 segundos en un PIII a 750MHz (con 6 iteraciones
m.c.p. y fijando los puntos de discretizacién (xi,yj)). En este caso, si se
realizara una busqueda de ¢, y ¢, en una rejilla 10x10 el tiempo de
computaciéon seria de aproximadamente 24 minutos. Ademds, teniendo en
cuenta los comentarios realizados al final de la seccién 4.5.1 para el caso espacial
isotropico, la seleccién de nodos regularmente espaciados podria producir en
algunos casos que el semivariograma ajustado presente oscilaciones anémalas'’.

Otra alternativa serfa seguir la aproximacién sugerida por Genton y
Gorsich (2003) para el caso espacial isotrépico (ver seccién 4.5.1) y seleccionar
los nodos a partir de los ceros de las correspondientes funciones de Bessel.
Podemos extender esta idea para el caso espacio-temporal seleccionando los
puntos de discretizacion de la siguiente forma:

* Siz;,i=1..,I son los nodos correspondientes a ,(-), entonces podemos
fijar 2, =0 y z; = q;_1 /Tmax » i =2,...,1, siendo ¢, las I —1 primeras

raices de J( i-2) /2(~) Y Tmax €l correspondiente salto méximo. -

" Aunque en el andlisis de miiltiples ajustes utilizando el criterio anterior (de minimizar

el valor m.c.p.) no se observaron oscilaciones de este tipo.
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* Si d=o00 podemos tomar =z, = ¢(i —1)/npax, i = L,...,1, siendo ¢ un
nimero positivo. Adicionalmente, se observé que en este caso la eleccién

del pardmetro ¢ es menos importante'’.

Adem&s de las ventajas sugeridas por Genton y Gorsich (2003), este
método puede llevarse a cabo facilmente en la préactica, reduciendo
considerablemente el tiempo de computaciéon necesario para realizar el ajuste de
un modelo de este tipo a un conjunto de estimaciones piloto (utilizando p.e. el
algoritmo desarrollado por Ball (2000) para calcular rdpidamente los ceros de las
funciones de Bessel). Sin embargo, aunque utilizando este criterio se obtienen en
general muy buenos ajustes a las estimaciones piloto (Ferndndez-Casal et al.,
2003b), se observé que el ajuste cerca del origen resulta en ocasiones menos
satisfactorio que el obtenido utilizando el criterio anterior (aparentemente este
criterio tiende a producir peores estimaciones del efecto nugget). Esta claro que
la seleccién de los puntos de discretizacion es todavia un tema abierto que

requiere de mayor estudio.

" En todos los casos considerados en capitulos siguientes (en los que se utiliz6 este

criterio) se tomé ¢ = 0.3.






CAPITULO 7

ESTIMACION DE UN SEMIVARIOGRAMA
ESPACIO-TEMPORAL

Este capitulo se centra en la estimacién del semivariograma de un
proceso espacio-temporal estacionario Z(s,t). El objetivo serd por tanto la

obtencién de un conjunto adecuado de estimaciones piloto:
{34 = A0 (k1) € M C Zx 2},

a partir de una realizacién parcial {Z(sl,tl),...,Z(sn,tn)} del proceso Z(s,t).
Né6tese que las posiciones de observacién pueden estar regularmente o
irregularmente espaciadas (aunque en la préactica suele haber regularidad en las
posiciones temporales). El caso de media no constante no va a ser tratado aqui,
el procedimiento a seguir serfa el mismo que el descrito en la seccién 4.1.2.
Supondremos ademds por comodidad que hay isotropia en la componente

espacial (y por tanto también en la temporal, ver seccién 6.2), i.e.:
Var(Z(s,,t,) — Z(sy,ty)) = 27(”51 —s, ||,|t1 — |),

(el caso general completamente anisotrépico es andlogo).

En la seccién 7.1 se muestra la expresion del estimador empirico del
semivariograma para este caso y se incluye un pequeno estudio de simulacién
como ejemplo de los problemas que puede aparecer al utilizar este estimador. En
la seccién 7.2 se presenta, entre otros estimadores no paramétricos, el estimador

lineal local del semivariograma que sera utilizado en capitulos siguientes.
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7.1 ESTIMADOR EMPIRICO

Como ya se comenté en la seccion 4.1.1, utilizando el método de los
momentos se obtiene el estimador empirico (o cldsico) del semivariograma (4.3)
(Matheron, 1962). En el caso de datos regularmente espaciados, utilizando una

notacién mds explicita, este estimador tendria la siguiente expresion:

. 1 _ 2

V(. uy) = 2|N(Tk7ul)|N(rk,ul)<Z(Si,ti) Z(Sj,tj)) ) (7.1)
siendo:

N(ru) = {60 :||s; = s, = no [t = t;] = w }- (7.2)

En este caso ademads, se suele considerar un conjunto de indices de la forma:
M={(k):0<k<KO0<I<L(k)= (00}, (7.3)

(ver p.e. Ferndndez-Casal et al., 2003a). Notese que el semivariograma en el
origen es siempre nulo, por tanto no tiene sentido estimarlo en dicho salto.
Si las posiciones espaciales de los datos no son regulares se utiliza una

versién suavizada de este estimador, utilizando en lugar de (7.2):
N(Tol(r),w) = {(i,j): =t =},

siendo Tol(r;,) una regiéon de tolerancia en torno a 7, (realmente se suele

s, =S, H € Tol(n,),

proceder de esta forma incluso cuando hay regularidad en las posiciones
espaciales). Si las coordenadas temporales de las observaciones tampoco estén
regularmente espaciadas, se procede de forma andloga considerando regiones de
tolerancia en torno a los saltos temporales. En estos casos, el conjunto de indices

suele ser de la forma:
M:{(k,l):1gkgK,1gl§L},

(e.g. Ferndndez-Casal et al., 2003b).
De forma totalmente andloga se obtienen las expresiones de cualquiera de
las versiones del estimador (7.1); por ejemplo, el estimador robusto propuesto

por Hawkins y Cressie (1984):

4
_ 1 1 0.494 0.045
25(r,,uy) = ‘Z(si,ti) — Z(s,t )‘2] (0.457+

|N(Tk’ul)|N(rk,ul) 7 ING )l N, )P
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7.1.1 Seleccion de los saltos y las regiones de tolerancia

Un problema todavia abierto es la seleccién de los saltos y las regiones de
tolerancia adecuadas al utilizar este tipo de estimadores. Normalmente los saltos
se suelen tomar regularmente espaciados:

n. = kAg,

7.4
u = A, (7.4)

siendo Ag y A, dos nimeros positivos (con A, =1 en la mayorfa de los

casos), y considerando regiones de tolerancia de la forma:
Tol(r,) = [(k — DA, (k +HAg).

Hay que tener en cuenta que cuanto mds grande es el valor del
variograma tedrico mayor varianza tiene el estimador empirico (ver ec. (4.20)).
Esto suele producir que las estimaciones en saltos alejados del origen tengan
mayor varianza (pudiendo llegar a ser extremadamente grande). La
recomendacién de Journel y Huijbregts (1978, p. 194) es realizar el ajuste a lo
sumo hasta la mitad del salto maximo posible y de forma que el nimero de
aportaciones a la estimacién en cada salto sea por lo menos de 30. Segin la
experiencia personal (que coincide en parte con las observaciones de Hass, 1990,
p. 954), aunque este valor puede ser adecuado para saltos préximos al origen
(incluso uno menor, p.e. 20), la estimacién eficiente en saltos grandes suele
requerir de un numero bastante mayor de aportaciones. Por este motivo un
buen criterio puede ser por ejemplo seleccionar los saltos de estimacion
regularmente espaciados, tomando Ag y A, de forma que el nimero de
aportaciones a las estimaciones en los saltos mas préximos al origen sea por lo
menos de 30 (aunque un valor menor podria ser también adecuado) y
Unicamente considerar saltos hasta la mitad del correspondiente salto m&aximo.
Si se utiliza este criterio, el numero de aportaciones en todos los saltos serd
normalmente superior a 30 y muy superior en los saltos més grandes (ya que al
tomar los saltos regularmente espaciados, el nimero de aportaciones tipicamente
aumenta rapidamente hasta la mitad del salto méaximo disminuyendo
posteriormente).

Siguiendo més de cerca la recomendacién de Journel y Huijbregts (1978),

otro posible criterio seria considerar saltos irregularmente espaciados de forma
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que el nimero de aportaciones a la estimacién en cada salto fuera como minimo
30. Sin embargo, después de realizar un pequenio estudio de simulacién (en el
caso espacial isotrépico), se observé que con el criterio anterior se obtenian
resultados mucho mejores. Se podria pensar también en aumentar el nimero
minimo de aportaciones; esto produciria sin embargo estimaciones méas alejadas
del origen, resultando contraproducente si el objetivo final es la prediccién (ver

p.e. seccion 3.4.2).

7.1.2 Un ejemplo de la eficiencia del estimador empirico

Como ya se comenté en las secciones 4.5.1 y 6.2.2, si se utiliza el
estimador empirico del semivariograma con modelos flexibles pueden aparecer
problemas de “sobreajuste”, ya que las estimaciones piloto pueden tener mucha
variabilidad produciendo que el semivariograma ajustado tenga también una
forma muy irregular. Algunos autores (normalmente aquellos que apoyan la
estimacién por méxima verosimilitud y estdn en contra de los métodos de
minimos cuadrados) cuestionan la utilidad del estimador empirico como
herramienta para seleccionar modelos de semivariograma y estimar los
parametros de dichos modelos (e.g. Stein, 1999, seccién 6.9). Sin embargo, en la
mayorfa de los casos los ejemplos que manejan en su argumentacién fueron
obtenidos a partir de una inica simulacién de un proceso espacial y por tanto
habria que tener cuidado al extraer conclusiones de ellos. Ferndndez-Casal et al.
(2003a) realizaron un estudio de simulacién mds completo empleando el
estimador empirico (7.1) junto a distintos modelos de semivariogramas espacio-
temporales (entre ellos los modelos flexibles anisotrépicos en dos componentes
presentados en la seccién 6.3). A continuacién se presentan algunos de los
resultados obtenidos en dicho estudio de simulacién, aunque solamente los
relativos al ajuste de los distintos modelos. De estos resultados se deduce, entre
otras cosas, que obtener buenos ajustes al estimador empirico no garantiza
necesariamente mejores resultados. Mas adelante, en el capitulo 9, se mostrardan
los resultados de un estudio de simulacién més completo donde se compara este
estimador con un estimador no paramétrico propuesto en la siguiente seccion.

En el estudio de simulacién se consider6 una rejilla (disefio fijo) de

dimensiones 10x10 (n =100) en el dominio D =[0,2]x[0,2] C RxR
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(dimensién espacial d =1). Utilizando el modelo de kriging ordinario, se
generaron 1000 simulaciones en esas posiciones espacio-temporales (ver figura
7.1). Los valores fueron generados a partir de procesos normales utilizando los
siguientes variogramas tedricos: los modelos SVCH2 (ec. (6.7)) y SVCH4 (ec.
(6.8)) de Cressie y Huang (1999), con pardmetros d =1, ¢, =1, a=1,b=1
y o? =1; el modelo esférico anisotrépico SVESFA (ec. (6.4)) con ¢, =1,
a=05,b=025y 0> =1;y el modelo exponencial separable SVEXPS (ec.
(6.6)) con ¢, =1, a=05,b=1y o> =1 (ver figuras 6.1 y 6.2).
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Figura 7.1: Posiciones espacio-temporales de los datos.

En cada simulacién, utilizando el estimador empirico (7.1), se obtuvieron
estimaciones piloto del semivariograma en saltos equiespaciados de la forma
(7.4) con Ag = A; =2/9 y considerando un conjunto de fndices de la forma
(7.3) con K = L =5 (de esta forma se sigue el criterio de Journel y Huijbregts
1978, p. 194; ver seccién 4.1.1). Al conjunto de estimaciones piloto obtenidas se
le ajustaron los modelos paramétricos anteriores y los siguientes modelos de
Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(1,1) modelo anisotrépico en dos componentes
(6.14) con d; = d, =1, SVSBE(o0,1) modelo (6.14) con d, =00 y d, =1,y
SVSBE(00,00) modelo (6.14) con d; = o0 y d, = 00.

En el ajuste de los modelos de Shapiro-Botha extendidos se utilizé la
rutina QPROG de la librerfa IMSL para resolver los problemas de programacion

cuadrética (se procedié de forma iterativa; utilizando m.c.o., i.e. w;, =1, en el
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primer paso y recalculando los pesos en cada iteracién hasta convergencia). Los
valores de Iy Jen (6.14) se fijaron igual al correspondiente nimero de saltos
utilizados en el ajuste menos uno, es decir I = J =5 (de esta forma el nimero
de pardmetros es menor que el nimero de estimaciones). Los puntos de
discretizacion se tomaron equiespaciados (ec. (6.18)), tomando los valores de ¢,
y ¢, de forma que se minimizara la suma de cuadrados ponderados del ajuste
(se consideraron como dos pardmetros adicionales; para su estimacién, se evalué
la funcién objetivo en una rejilla bidimensional y se seleccionaron los valores que
minimizaban la suma de cuadrados ponderados). En el ajuste de los demés
modelos se utilizé el algoritmo iterativo descrito al final de la seccién 4.3.1
(combinando regresién lineal m.c.p. con un algoritmo Levenberg-Marquardt
modificado).

Para comparar los distintos modelos, ademds de la suma de cuadrados
ponderados del ajuste al semivariograma empirico:

~ 2
SCP = Z |N(rk,ul)|[w—l] N

(kl)eM V(Tka Ul)

se calcul6 también el error cuadrdtico relativo para medir el ajuste al
variograma tedrico:

m_lf,

ECRT = [
(kl)eM 7(”4:7“[)

donde () es el estimador empirico del semivariograma, 7(,-) el
semivariograma ajustado, 7(,-) el semivariograma tedrico y M el conjunto de
indices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste. Ademads se calcularon
los valores correspondientes al variograma teérico (TEOR) empleado para
generar las observaciones (utilizéndolo en lugar del modelo ajustado).

Los valores obtenidos se muestran en la tabla 7.1; si comparamos el
ajuste al semivariograma empirico (SCP) observamos que los modelos de
Shapiro-Botha extendidos son mucho mads flexibles y se adaptan mejor a las
estimaciones del semivariograma en todos los casos. Dentro de éstos, los modelos
mds especificos son los que obtienen mejores ajustes; algo que concuerda con
observaciones anteriores (al considerar modelos vélidos en dimensiones mayores

se pierde flexibilidad). Si comparamos los valores de ECRT para medir la
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proximidad al semivariograma tedrico (en los saltos utilizados en el ajuste), en
general ocurre lo contrario y los modelos de Shapiro-Botha extendidos se ajustan
peor. En la mayoria de los casos el modelo correspondiente al semivariograma
tedrico es el que aparentemente obtiene mejores resultados. Esto es lo que nos
induce a pensar que el estimador cldsico del semivariograma es poco eficiente, ya
que los modelos mas ajustados al estimador empirico son los que estdn a mayor
distancia del semivariograma tedrico (lo que se corresponde con los grandes
valores de SCP obtenidos utilizando los semivariogramas tedricos).

Como ejemplo adicional en la figura 7.2 se comparan las estimaciones del
efecto nugget obtenidas con los distintos modelos, las estimaciones logradas con
los modelos de Shapiro-Botha extendidos son las que en general se aproximan
mejor al verdadero valor (especialmente los menos flexibles), por lo que podemos
decir que el comportamiento de éstos modelos cerca del origen es bastante
bueno (y por tanto el del estimador empirico en saltos pequefios no es muy
malo). Destaca también el mal comportamiento del modelo SVCH4
(produciendo subestimaciones del efecto nugget), incluso cuando es el utilizado
para generar las simulaciones (figura 7.1-b). Por tanto, incluso utilizando el
modelo paramétrico correcto con el estimador empirico, las estimaciones finales
de los pardametros pueden ser poco eficientes (naturalmente si el modelo
paramétrico estd mal especificado los resultados pueden ser mucho peores).

Las observaciones anteriores confirman la idea de que al utilizar modelos
flexibles es importante utilizar estimaciones piloto eficientes. Més adelante (en el
capitulo 9) se corroborard esta afirmacién al comparar, también mediante
simulacién, el estimador empirico con el estimador lineal local propuesto en la

siguiente seccion.
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Semivariograma SCP ECRT
Tedrico Ajustado Media Mediana Des.Std. | Media Mediana Des.Std.
SVSBE(1,1) 19.48 18.28 7.75 1.998 951 3.427
SVSBE(o0,1) 24.14  23.00 8.61 1.974 933 3.436
SVSBE(oco,00) | 26.99 25.68 9.58 1.899 .856 3.392
SVCH2 SVCH2 30.54  29.40 10.92 | 1.831 .819 3.190
SVCH4 33.36 31.54 12.65 | 1.783 .860 3.001
SVESFA 34.24  31.13 15.39 | 1.755 .846 2.897
SVEXPS 51.97  39.61 44.46 | 1.702 .845 2.607
TEOR 186.85  98.18 280.46 | .000 .000 .000
SVSBE(1,1) 17.73 16.40 7.69 1.601 .881 2.350
SVSBE(00,1) 21.94  20.47 8.76 1.553 .846 2.354
SVSBE(oco,00) | 26.66 25.33 10.49 | 1.486 773 2.363
SVCH4 SVCH2 36.60  31.90 20.45 | 1.433 127 2.241
SVCH4 37.33  33.48 18.27 | 1.386 .710 2.144
SVESFA 32.11 29.83 1245 | 1.414 722 2.225
SVEXPS 38.58 33.86 21.11 | 1.410 719 2.235
TEOR 156.66  94.60 200.53 | .000 .000 .000
SVSBE(1,1) 22.73 19.91 12.30 | 1.470 .804 2.157
SVSBE(o0,1) 27.53 25.14 12.92 | 1.349 .698 2.128
SVSBE(oco,00) | 31.33 28.98 13.73 | 1.310 .658 2.130
SVESFA SVCH2 51.82  46.02 24.74 | 1.551 .824 2.416
SVCH4 46.85  41.53 21.67 | 1.460 729 2.341
SVESFA 35.59 32.82 15.01 | 1.368 .689 2.259
SVEXPS 39.31 35.40 17.83 | 1.274 613 2.069
TEOR 148.49  92.59 188.64 | .000 .000 .000
SVSBE(1,1) 22.48 19.70 12.44 | 1.882 967 3.218
SVSBE(o0,1) 24.91 22.22 12.29 | 1.775 .866 3.219
SVSBE(oco,00) | 28.01 25.50 13.38 | 1.725 .812 3.212
SVEXPS SVCH2 48.75  41.15 28.39 | 1.987 929 3.679
SVCH4 44.87  40.23 23.90 | 1.833 .886 3.324
SVESFA 34.83 31.30 15.92 | 1.762 811 3.367
SVEXPS 43.96 37.03 25.89 | 1.590 779 2.823
TEOR 180.35 105.13  272.00 | .000 .000 .000

Tabla 7.1: Medidas del ajuste obtenido con los distintos modelos.
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Figura 7.2. Estimaciones del efecto nugget obtenidas al ajustar los distintos

modelos (las lineas de puntos se corresponden con el valor teérico).

7.2 ESTIMADORES NO PARAMETRICOS

Para la obtencién de estimaciones mds eficientes podemos pensar en
utilizar también las ideas de suavizado tipo nicleo. Los estimadores no
paramétricos mostrados en la seccién 4.1.1 para el caso espacial isotrépico se
extienden facilmente para el caso espacial-isotrépico/temporal-isotrépico. Por

ejemplo, podemos obtener estimadores de este tipo simplemente aplicando
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directamente la metodologia de regresién no paramétrica multivariante al

conjunto de datos':
{(XY5):1<i<j<n}
con:

X = (si —s; |-t = t])",

Otras aproximaciones utilizadas en el caso espacial isotrépico para la
construccién de estimadores piloto se podrian extender también para este caso.
Por ejemplo, siguiendo la idea de Hawkins y Cressie (1984) (ser seccién 4.1.1),
podriamos obtener estimadores mé&s robustos considerando como respuesta, en

lugar de Yj;, la raiz cuadrada de las diferencias en valor absoluto:

Y/h = |Z(sit) — Z(s ;1))
1) 1" 7127 °

Aunque las estimaciones obtenidas aplicando directamente los métodos de
regresion no paramétrica multivariante a este conjunto de datos también habria
que transformarlas adecuadamente a la escala original.

A continuacién se presentan algunos de los estimadores pilotos no

paramétricos que se pueden obtener de esta forma.

ESTIMADOR NADARAYA-WATSON
La expresion de un estimador de este tipo serfa la siguiente:

=1 j=it1 |ti - tj| —u

n—1 n
2> > Kn

=1 j=i+1 [t — tj| —u

sl
CY (Z(Siati)_z(sjytj))z

) = CEOEG

con Ky(v) = ﬁK (H™1v), siendo K(-) una funcién nicleo bidimensional y H la

correspondiente matriz de ventanas.

' Al igual que en el caso isotrépico mostrado al final de la seccién 4.1.1, en los
estimadores considerados aqui no se incluirdn los datos correspondientes a los indices

1 = j para cubrir la posible falta de continuidad del semivariograma en el origen.
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Un problema con estos estimadores, bastante conocido en la estimacién
no paramétrica de curvas y superficies, es el denominado “efecto frontera”. Si se
utiliza este tipo de estimadores con nicleos simétricos, las estimaciones
obtenidas en los extremos de las observaciones pueden ser muy poco eficientes.
Como ya se comenté anteriormente, en la estimacién del semivariograma es
especialmente importante capturar la conducta cerca del origen (ver p.e. seccién
3.4.2); por lo que este problema resulta atin m#s importante. Para solventar
eficientemente este inconveniente Garcia-Soidén et al. (2003a) propusieron, para
el caso espacial isotrépico, utilizar una combinacién de nicleos asimétricos. Se
podria extender igualmente esta aproximacién para el caso espacial-
isotrépico/temporal-isotrépico; sin embargo, siguiendo la alternativa sugerida
por Garcia-Soidén et al. (2003b), se propondra el uso del estimador lineal local

mostrado a continuacion.

ESTIMADOR LINEAL LOCAL

Como ya se comenté anteriormente, otros estimadores locales tipo nicleo
muy conocidos son los estimadores polinémicos locales (ver p.e. Fan y Gijbels,
1996). Una de las principales ventajas de estos estimadores frente a los
estimadores tipo Nadaraya-Watson es la ausencia de efectos frontera.

Podemos obtener una estimacién piloto de ~(r,u) mediante regresién

lineal local multivariante minimizando:

2
n—1 n 5 1
ZZ (Z(siti) — Z(s5,t5))" — (Bo, Bros Bo)|||si — ;|| — || x
1=1 j=i+1 |ti B t]-| . (7.5)
Isi —sjf| =
H )
[t — ;] —u

(utilizando la notacién anterior). Si (3073107301) es la solucién del problema de
minimos cuadrados ponderados (7.5), entonces la estimacién piloto de ~y(r,u)

sera:

30r0) = 5o (76)
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ESTIMADOR LINEAL LOCAL ROBUSTO

Siguiendo la idea descrita al principio de esta seccién podriamos obtener
versiones robustas de los estimadores anteriores; por ejemplo, en el caso del

estimador lineal local, minimizando:

2
n—-1 n 1 !
Z Z |Z(Sz,tz)—Z(S]7t])|§ _(60:610:601) ||S7 _Sj||_r X
=1 j=it1
[t = 1| —w

[si =s;l =7
Kgn
[t — ] —u
Si (BO, Bio, B()l) es la solucién del problema anterior, procediendo de forma

andloga a la propuesta de Hawkins y Cressie (1984) para el caso espacial

isotrépico, se obtiene” la estimacién robusta de (r,u):

1 = \4
¥(ru) = m(ﬁo) )
con:
n—1 n
Alh) = 0.457 +0.494> " S~ wd
i=1 j=i+1

siendo w;; los pesos de la estimacién local lineal de By, es decir:

[

n—1 n
Bo =D, > wy|Z(si,t;) = Z(sjit))P

i=1 j=i+1

2 Q: . .
Simplemente teniendo en cuenta que si:

n—1 n DA Lt 3
W = Z Z wij |Z(Sz>tz) Z(Sj7t])|2 T
i=L =it (29(|si — 85|t —¢;])*

entonces  E(W)~0.82216 y Var(W) ~ 0'1219222:1127;:”1 wj  suponiendo

indepencia (algo més apropiado en este caso, ya que la raiz cuadrada de las diferencias
en valor absoluto estdn menos correladas que las diferencias al cuadrado; ver p.e.

Cressie, 1993, p. 76) y aplicando posteriormente el método delta.
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(realmente esta correccién servirfa para cualquiera de los estimador no

—1).

n

U . (e n—1
paramétricos que verifiquen Zi_ ) Zj—H— | Wij

DETALLES COMPUTACIONALES

Hay que tener en cuenta que el numero de datos utilizados en la
estimacién (n(n —1)/2) puede llegar a ser extremadamente grande, por lo que
es recomendable utilizar algin método que permita acelerar el cdlculo de las
estimaciones. En los casos mostrados en este trabajo se decidié emplear la
técnica conocida como binning lineal por sus ventajas en la precisién de las
aproximaciones obtenidas (ver p.e. Wand, 1994).

Adicionalmente, en la estimacién no paramétrica multivariante
normalmente se consideran formas méds simples para la matriz de ventanas H,

como por ejemplo:
H = diag(h},15),
o incluso:
H =18, (7.7)

siendo S la matriz de covarianzas muestral:
szcw“mw_%wm_Qphlgi<jgnH,

(ver p.e. Wand y Jones, 1995, pp. 105-108). Si se escoge una matriz de ventanas
m&s compleja aumentard el tiempo de computacién y se pueden agravar los
problemas relacionados con la minimizacién multidimensional (aunque éstos
pueden solventarse, por lo menos en parte, utilizando algoritmos genéticos de
optimizacién; ver por ejemplo Goldberg, 1989). En los casos considerados en este
trabajo se obtuvieron resultados casi idénticos con las distintas opciones para la

matriz H (incluyendo el caso general).

SELECCION DE LA VENTANA OPTIMA

Las estimaciones obtenidas dependen en gran medida de la matriz de
ventanas H empleada (4§(r,u) = §(r,u;H)), por lo que la principal cuestién a la

hora de utilizar este estimador es la seleccién de una matriz de ventanas
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adecuada. Para solventar este problema podemos considerar dos opciones de
partida: basarse en la idea de que el objetivo final es la obtencién de
predicciones kriging o en alguna de las aproximaciones tradicionalmente
utilizadas en la estimacién funcional no paramétrica. Por ejemplo, como
aproximacién inicial, podriamos pensar en utilizar alguno de los siguientes
criterios para la obtencion de la matriz de ventanas éptima:
1. Validacién cruzada en la prediccién kriging (VCK):
Seleccionar H de forma que se minimice el error cuadrédtico medio de
validacién cruzada:
1<~ 5 2
ECMVC = 5;(2_2-(%@) — Z(sit;)) (7.8)
donde Z_;(s;,t;) es el predictor kriging de Z(s;,t;) calculado a partir de
{Z(sj,t;): j = i} empleando las estimaciones piloto §(r,u;H) (obtenidas
utilizando todas las observaciones). El problema principal de esta
aproximacién es que puede requerir de mucho tiempo de computacién,
sobre todo si el nimero de observaciones es grande y la forma de la
matriz de ventanas es compleja. Para calcular esta medida para una
matriz fija H, se deben obtener las correspondientes estimaciones piloto
del semivariograma, ajustar un modelo vélido® y finalmente calcular las
predicciones kriging.
2. Validacién cruzada en la estimacién del variograma (VCE):
Buscar H de forma que se minimice alguno de los criterios de error
empleados en la estimaciéon no paramétrica tradicional. Por ejemplo el

error cuadratico de validacién cruzada en la estimacion del variograma:

n—1 n
S0 20 ((Zsist) = Z0st))) =23 (Isi — ][t — |))2 :

i=1 j=i+1
o el error cuadratico relativo:

2

n—1 n (Z(qu,ti)_z(sj7tj))2 —1] (7.9)

S5 s

=S 29— (s — st =)

? Si ademds se ajusta un modelo SVSBE utilizando el primero de los criterios mostrados
en la seccién 6.2.3 para la seleccién de los puntos de discretizacion, este método resulta

ser computacionalmente prohibitivo.
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siendo 9_; j)(-) la estimacién piloto del semivariograma obtenida sin

considerar (Z(s;,t;) — Z(sj,tj))Q. La ventaja de utilizar alguno de estos
criterios es que han sido estudiados extensivamente en el contexto de la
regresion local multivariante y estan disponibles algoritmos rapidos para
el célculo de estas medidas (e.g. Turlach y Wand, 1996). En los
resultados mostrados en préximos capitulos se consideré tnicamente el
error cuadrdtico relativo con este criterio.

La seleccién del pardmetro H es un tema también abierto que debe ser
estudiado con mayor profundidad. Por ejemplo, la idea de utilizar una
validacién cruzada eliminando mds de una observacién (descrita al final de la
seccion 4.4) puede ser mds apropiada para este caso’. Adicionalmente, si se
deducen las expresiones del sesgo y varianza condicionales del estimador lineal
local (de forma andloga a la estimacién nicleo multivariante, e.g. Wand vy
Jones, 1994; o a la regresién local multivariante, e.g. Ruppert y Wand, 1994), se
podrian obtener la ventana local o global asintéticamente 6ptima utilizando por
ejemplo el criterio MSE o MSIE (ver p.e. Garcia-Soidan et al., 2003b, para el
caso espacial isotrépico). Todavia no se ha investigado ninguno de estos puntos,
pero tendiendo en cuenta el comportamiento maés estable en otras situaciones,
los métodos de seleccién de la ventana local 6ptima tipo plug-in podrian mejorar
significativamente la conducta del estimador lineal local del semivariograma
(aunque pueden ser mucho mads dificiles de obtener que en el contexto de

independencia).

! Realmente, si se emplea alguna técnica binning para el calculo de las estimaciones y se
emplea el criterio VCE sobre los datos discretizados como si fuesen los originales, al
eliminar una de estas observaciones se eliminardn en general varias de las observaciones

iniciales.






CAPITULO 8

APLICACION A DATOS REALES

En este capitulo se muestra un ejemplo de la aplicacién a un conjunto de
datos reales de la aproximacién propuesta para el modelado de la dependencia
espacio-temporal (combinando el estimador lineal local del semivariograma,
mostrado en el capitulo anterior, y los modelos de Shapiro-Botha extendidos
descritos en la seccién 6.3). Las observaciones son medidas tomadas cada seis
horas (unidad de tiempo) de la componente este-oeste de la velocidad de viento
(en m/seg) a 10 metros de la superficie de una rejilla de 17x17 posiciones
espaciales (regularmente espaciadas, aprox. 210 km.) localizada en la parte
occidental del Océano Pacifico tropical (145°E-175°E, 14°S-16°N; al noreste de
Australia y Nueva Guinea). Este mismo conjunto de datos ha sido analizado
anteriormente por distintos autores, como por ejemplo Cressie y Huang (1999) o
Wikle y Cressie (1999). En lugar de emplear todas las observaciones temporales
(480 intervalos de tiempo que corresponden al periodo comprendido entre
noviembre de 1992 y febrero de 1993), se decidido considerar tnicamente los
primeros 56 instantes temporales para reducir el tiempo de computacién; por
tanto los resultados mostrados a continuacién se obtuvieron a partir de una
muestra espacio-temporal de 16184 observaciones. En la figura 8.1 se muestran
las observaciones correspondientes a 9 instantes temporales (nétese que valores
negativos se corresponden con viento del este y valores positivos con viento del
oeste).

Después de un andlisis exploratorio de los datos', puede verse (e.g.

Cressie y Huang, 1999, pp. 1336-1338) que la suposicién de estacionariedad

! Por motivos de extensién no se incluyeron en este trabajo las técnicas disponibles para

la exploracién de datos espaciales. Para informacién sobre este tema ver por ejemplo
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espacio-temporal es razonable para este conjunto de datos; lo que nos permite

emplear el modelo del kriging ordinario y estimar el semivariograma

directamente de los datos originales (sin necesidad de eliminar la tendencia).

0.0 05 1.0 1.5 240 2.5 30

t=54

0.0 [eX5) 1.2 1.5 2.0 2.3 3.0

Figura 8.1: Datos de la componente este-oeste de la velocidad de viento
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(m/seg) en las 17x17 posiciones de observacién para distintos instantes

temporales (las escalas de los ejes X e Y en miles de kilémetros).

RN L R R ARCSYL . ]

Como en ocasiones el objetivo es la obtencién de predicciones futuras a

partir de observaciones anteriores, se decidié utilizar esta idea para estudiar la

Cressie (1993, pp. 33-46) o Fernandez-Casal (1996, seccién 4.1).
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conducta de los distintos modelos®. Para cada uno de los instantes temporales
to = 9,...,56 (dos semanas) y para una de las 289 posiciones espaciales de
observacién sy, se calculé el predictor (local) del kriging ordinario Z(so,ty) y la
correspondiente varianza kriging o2(sg,fy) a partir de los datos de los 8
instantes temporales anteriores {Z(s;,t;) 1 tg —8 <t; <ty —1}. Para la
obtencién de estos valores se emple6 el estimador lineal local (7.6) y los
siguientes modelos de Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(2,1) (modelo (6.14)
con dg =2 y d, =1), SVSBE(o0,1) (modelo (6.14) con dj =oc0 y d, =1) y
SVSBE(00,00) (modelo (6.14) con d; = 0o y d, = 00).

8.1 ESTIMACION Y AJUSTE DE LOS MODELOS

En cada subconjunto de datos se calcularon las estimaciones lineales
locales del semivariograma empleando binning lineal (nétese que, aunque el
nimero de observaciones no es muy grande 2312, el nimero total de pares es de
2671516). La matriz de ventanas se escogié de la forma H = h2S (ec. (7.7)) y se
empled el criterio de validacién cruzada en la estimacién del variograma (VCE),
minimizando el error cuadrético relativo (7.9) para seleccionar la matriz 6ptima.
De esta forma se obtuvieron estimaciones piloto (r,u;) en los saltos
7, = 0.1586-¢ (en miles de kilémetros), u; = j (1 unidad = 6 horas),
i=0,.,29 57=0,..8 (i7) = (0,0).

Siguiendo el criterio de Journel y Huijbregts (1978, p. 194), el ajuste de
los modelos SVSBE tinicamente se realizé hasta la mitad de los correspondientes
saltos madaximos. Para el ajuste de estos modelos se siguié el mismo
procedimiento descrito en la seccién 7.1.2 (de forma iterativa, empezando con
m.c.o. y utilizando la rutina QPROG de la IMSL). Los valores de I'y J en
(6.14) se fijaron igual al correspondiente nimero de saltos utilizados en el ajuste
menos uno, es decir [ =15 y J = 4. Los puntos de discretizaciéon sin embargo
se tomaron siguiendo el criterio descrito al final de la seccién 6.2.3 (basado en la

propuesta de Genton y Gorsich, 2003), utilizando el algoritmo desarrollado por

> En Ferndndez-Casal et al (2003a) se tiene un ejemplo sobre este mismo conjunto de
datos, empleando el estimador empirico y los modelos SVSBE, pero considerando

interpolacién (validacién cruzada tradicional) en lugar de extrapolacidn.
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Ball (2000) para el calculo de los ceros de las funciones de Bessel. En la figura
8.2 se muestra un ejemplo, correspondiente al primer subconjunto de datos, con
las estimaciones piloto obtenidas de esta forma y los ajustes de los distintos

modelos.

(a) Estimador lin. loc. (b) SVSBE(2,1)

5 4
5 M2 3

= L) ) 00 o

Figura 8.2: Gréficos 3D, correspondientes a los 8 primeros instantes temporales,
con las estimaciones lineales locales del semivariograma (en los saltos

considerados en el ajuste) y los distintos modelos ajustados.

En la tabla 8.1 se tiene un resumen de las estimaciones del efecto nugget
y de los valores MCP (ec. (6.17)) obtenidos en los ajustes de los modelos
SVSBE. Como cabia esperar, se observa que el modelo méas flexible es el

especifico a las dimensiones de los datos y que al considerar modelos mas
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generales se obtienen peores ajustes. También se observa en este caso que al

considerar modelos menos flexibles se obtienen estimaciones mayores del efecto

nugget, algo que se puede ver también en el ejemplo mostrado en la figura 8.2.

Modelo MCP co

ajustado Media  Mediana Des.Std. | Media  Mediana Des.Std.
SVSBE(2,1) 4.07E-05 3.38E-05 2.12E-05 354 .363 .102
SVSBE(c0,1) .0010 .0009 .0004 897 .832 242
SVSBE(co,00) | .0012 .0012 .0003 1.136 1.086 238

Tabla 8.1: Medidas resumen de los valores MCP y estimaciones del
efecto nugget obtenidos en el ajuste los distintos modelos de Shapiro-

Botha extendidos.

8.2 PREDICCIONES

Como se comenté al principio de este capitulo, en cada uno de los
instantes temporales t; = 9,...,56, se utilizaron los modelos SVSBE ajustados
para calcular las predicciones Z(so,to) y varianzas kriging o2(sg,f)) en las
posiciones de observaciéon s;. Por ejemplo, en la figura 8.3 se tienen las
superficies de prediccién correspondientes al modelo SVSBE(2,1) en los tres
ultimos instantes temporales (estas superficies pueden ser comparadas con las
mostradas en la figura 8.1).

Para comparar las predicciones obtenidas utilizando los diferentes
modelos SVSBE, se calcularon las siguientes medidas para cada posicién de
prediccién (sg, %) :

e El error cuadrético de prediccién:
ECP = (Z(so,to) - Z(s0.%))? -
¢ El error cuadréatico de prediccién adimensional:
. 2
ECPA = ((Z(Soyto) - Z(Soyto))/g(soyto)) ,

(que deberfa ser préximo a 1 si hay concordancia entre las varianzas
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kriging y las varianzas observadas).

* La cobertura (COP) del intervalo de prediccién al 95% suponiendo

normalidad.
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Figura 8.3: Predicciones de la componente este-oeste de la velocidad de viento en
torno a las posiciones de observacién para los tres tltimos instantes temporales

(calculadas a partir de los correspondientes 8 anteriores) empleando el modelo
SVSBE(2,1) (con escalas iguales a las de la figura 8.1).

En la tabla 8.2 se muestra un resumen de los valores anteriores y

adicionalmente en figura 8.4 se muestran las superficies de error obtenidas
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promediando los valores de ECP en los 48 instantes temporales considerados,
ie.:
1 56 R
MECP(sg) = — > (Z(so.to) - Z(s0,%))* - (8.1)

48 529

Teniendo en cuenta el error cuadratico de prediccién (ECP), observamos en este
caso que los modelos més flexibles con mejores ajustes al estimador piloto (ver
tabla 8.1) son los que obtienen mejores resultados. Si se comparan los valores
del error cuadrédtico de prediccién adimensional (ECPA), se observa que el
modelo SVSBE(c0,1) es el que obtiene mejores estimaciones de la varianza de
prediccién. Los valores correspondientes al modelo SVSBE(2,1) son también
bastante buenos, mientras que con el modelo SVSBE(co,00) se obtuvieron
estimaciones muy optimistas de la varianza kriging®. Naturalmente los valores
de ECPA estdn en concordancia con las coberturas de los intervalos de
prediccién; cuanto mayor es el valor del ECPA menor es la cobertura del

intervalo de confianza.

SVSBE(2,1) SVSBE(oco,1) SVSBE(c0,00)
Media 2.075 2.130 2.337
ECP | Mediana 911 915 983
Desv. Std. 3.180 3.290 3.598
Media 1.223 1.126 1.429
ECPA | Mediana 528 483 598
Desv. Std. 1.867 1.729 2.203
cop | Media 927 936 .900
Desv. Std. 260 246 300

Tabla 8.2: Medidas de resumen de las predicciones obtenidas con los

diferentes modelos ajustados.

* Nétese que es de esperar que los valores del ECPA sean mayores que 1, ya que en la
estimacién de la varianza kriging se supone que el variograma es conocido (ver seccién

3.4.2).
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Figura 8.4: Graficos de contorno de MECP(s;) (ec. (8.1)) correspondientes a los
distintos modelos ajustados (las escalas de los ejes X e Y en miles de

kilémetros).




CAPITULO 9

ESTUDIO DE SIMULACION

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos en un estudio de
simulacién comparando la aproximacién propuesta con los métodos
tradicionalmente utilizados en el modelado de la dependencia espacial (descritos
en la seccién 4.3). Se consideré el ajuste por m.c.p. de un modelo paramétrico de
semivariograma a un estimador piloto y los métodos basados en mdxima
verosimilitud: estimacién por madxima verosimilitud (MV) y méxima
verosimilitud restringida (MVR). Adicionalmente, se estudié el comportamiento
en la estimaciéon m.c.p. de los estimadores empirico y lineal local mostrados en
el capitulo anterior.

En el estudio se consideraron dos tamanos muestrales: n =100 y
n = 250, y dos modelos paramétricos como semivariogramas tedricos: el modelo
SVCH2 (ec. (6.7)) de Cressie y Huang (1999) con pardmetros ¢y = 0.5, a =1,
b=11y o> =15,y el modelo exponencial separable SVEXPS (ec. (6.6)) con
cg=05,a=05,b=1y 02 = 1.5. Para cada tamafio muestral y para cada
semivariograma tedrico se generaron 1000 muestras en posiciones aleatorias en el
dominio D =[0,2]x[0,2] C RxR (dimensién espacial d =1). En cada
simulacién, considerando una distribucién uniforme en el dominio D, se gener6
un conjunto de posiciones espacio-temporales de tamafno n; en este conjunto de
posiciones y en tres posiciones de prediccion (ver figura 9.1) se generaron valores
de un proceso normal estacionario (empleando el correspondiente
semivariograma teérico). A partir de estas observaciones se obtuvieron
estimaciones piloto del semivariograma utilizando el estimador empirico (7.1) y

el estimador lineal local (7.6).
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Figura 9.1: Posiciones de prediccién y una generacién de las

posiciones aleatorias de las observaciones (n = 100).

Empleando el estimador empirico del semivariograma se calcularon
estimaciones piloto en saltos {(rk,ul) =0k oy =A11<kl< L} con
A=2/L, L =17 en el caso de muestras de tamano 100 y L =29 en el caso
de muestras de tamano 250 (estos valores se seleccionaron de forma que el
numero de aportaciones para la estimacion en el primer salto (r,u;) fuese por lo
menos de 30 en la mayoria de los casos). Con el estimador lineal local se
obtuvieron estimaciones piloto, empleando binning lineal, en conjuntos de saltos
de la forma {(%Ul) n, =Ak y=A1 0<kI<L, (k)= (0,0)} con
A=2/(L—-1), L =235 enel caso de n =100 y L =39 para n = 250 (estos
valores fueron seleccionados siguiendo el criterio propuesto por Wand, 1994). A
los conjuntos de estimaciones piloto obtenidos se ajustaron, empleando el
criterio m.c.p, los dos modelos paramétricos anteriores y los siguientes modelos
de Shapiro-Botha extendidos: SVSBE(1,1) modelo anisotrépico en dos
componentes (6.14) con d; = d, =1, SVSBE(co,1) modelo (6.14) con d; = 0o y
d, =1, y SVSBE(cc,00) modelo (6.14) con d; = oo y d, = oo. Para el ajuste
de los modelos SVSBE se siguié un procedimiento andlogo al descrito en el
capitulo anterior (los valores de I y J en (6.14) se fijaron igual al
correspondiente niimero de saltos utilizados en el ajuste menos uno, y los puntos

de discretizacién se tomaron siguiendo el segundo de los criterios descritos en la



Estudio de simulacion 181

seccién 6.2.3 para disminuir el tiempo de computacién). En el ajuste de los
modelos paramétricos se utilizé el algoritmo iterativo descrito al final de la
seccién 4.3.1 (combinando regresion lineal m.c.p. con un algoritmo Levenberg-
Marquardt modificado con restricciones en los parametros).

Adicionalmente a la estimacién m.c.p., se obtuvieron estimaciones por
MV y MVR de los parametros de los modelos SVCH2 y SVEXPS (por las
razones dadas al final de la seccién 6.2.2, no se utilizé la estimacién maximo
verosimil con los modelos SVSBE). Para evitar el problema de la posible
multimodalidad de la superficie de verosimilitud (ver p.e. Mardia y Watkins,
1989) se sigui6 el procedimiento descrito al final de la seccién 4.3.2 (empleando
un algoritmo micro-genético de optimizacién) para resolver el problema de
minimizacién multidimensional no lineal.

Finalmente, empleando las estimaciones definitivas del semivariograma,
se obtuvieron predicciones de validaciéon cruzada en las posiciones de
observacién y en las tres posiciones de prediccién utilizando el método del
kriging ordinario descrito en la secciéon 3.2. Estas predicciones se calcularon de
forma local, empleando un radio maximo de busqueda de 0.8 en el caso de
n =100 y de 0.6 en el caso de n =250; y de forma que el nimero de
observaciones en el vecindario estuviera comprendido entre 10 y 30 (para
acelerar los cdlculos se empleo la técnica de bisqueda por siper-bloques descrita
en la seccién 3.4.3 y el método mostrado en la seccién 4.4 para la obtencion de
las predicciones de validacién cruzada).

Un resumen de los resultados obtenidos en este estudio se muestra a

continuacion.

9.1 ESTIMACIONES PILOTO DEL SEMIVARIOGRAMA

Para comparar los dos estimadores piloto considerados, ademds de
calcular valores MCP utilizando el semivariograma tedrico en lugar de un

modelo ajustado:

. 2
MCP = Y |N<fk,ul>|[7<wﬂ_1] X Nl

(kDEM V(7 w) kD)EM
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se calcul6 el promedio del error cuadratico de la estimacién del semivariograma:

1 )
PEC = — > (3(n.w) — v(n.w))
| |(k,l)eM

siendo 4(,-) la estimacién piloto, ~(,-) el semivariograma teérico y M el
conjunto de indices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste (nétese
que es de esperar que en la primera medida tengan mayor peso los errores en
saltos préoximos al origen, mientras que en la segunda tendrdn mayor peso los

errores en saltos mayores).

Semivar. y tamano muestral MCP* PEC
Tedrico | n Estimador Media Mediana Des.Std.| Media Mediana Des.Std.
Empirico 119 .078 221 129 077 .304

100 |Lin. loc. (VCE) | .088 .051 200 .090 047 244
Lin. loc. (VCK) | .086 .049 201 .088 .046 244

SVCH2
Empirico .054 .034 087 | .043 .025 .081
250 | Lin. loc. (VCE) | .038 .020 .081 .029 015 .069
Lin. loc. (VCK) | .038 .019 .085 .029 .014 071
Empirico 115 .083 A37 0 315 210 448
100 |Lin. loc. (VCE) | .085 .056 125 217 132 374
Lin. loc. (VCK) | .080 .051 121 205 121 352
SVEXPS

Empirico .060 .041 .060 135 .087 150
250 | Lin. loc. (VCE) | .043 025 .055 .093 .054 126
Lin. loc. (VCK) | .042 025 .054 .090 .051 123

Tabla 9.1: Comparacién de las estimaciones piloto obtenidas con el estimador
empirico y lineal local con los dos criterios para la seleccién de la ventana

descritos al final de la seccién 7.2 (utilizando el semivariograma tedrico para el

célculo de los valores MCP).

Un resumen de los valores obtenidos se muestra en la tabla 9.1; donde
podemos observar que el estimador lineal local proporciona mejores resultados
en todos los casos. Ademds, no se observan grandes diferencias entre los dos
criterios de seleccién de la ventana (sobre todo para n = 250); por tanto, a la

vista de estos resultados, el criterio VCE serfa aparentemente el preferible en la
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practica cuando el nimero de observaciones es suficientemente grande, ya que
requiere de mucho menos tiempo de computacion.
Ademas de las medidas anteriores, se calculé también el error cuadratico

medio en los saltos (., ;) :

1 1000 )
ECM(T’k,UZ) = 1000 (%(T’k,uz) - 7(77@>Ul)) )
i=1

denotando por 9;(+-) las estimaciones piloto obtenidas en la i-ésima simulacién.

Empirico Lineal local (VCE)

Figura 9.2: Superficies del error cuadrético medio de las estimaciones
piloto del semivariograma, para n = 250 y utilizando el modelo

SVCH2 como semivariograma tedrico.
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Por ejemplo, las superficies de ECM(n,,u;) correspondientes a los modelos
tedricos SVCH2 y SVEXPS para el caso de n = 250 se muestran en las figuras
9.2 y 9.3 respectivamente. Se observa también en todos los casos que con el
estimador lineal local se obtienen mejores resultados, especialmente en torno al
origen (lo cual es importante si el objetivo final es la prediccién; ver seccién

3.4.2).

Empirico Lineal local (VCE)

o 050208 05 g,

Figura 9.3: Superficies del error cuadratico medio de las estimaciones
piloto del semivariograma, para n = 250 y utilizando el modelo

SVEXPS como semivariograma teérico.
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9.2 MODELOS AJUSTADOS

Para comparar el ajuste con los distintos modelos, ademds de los valores

MCP obtenidos con los criterios m.c.p:

. 2
MCP = % |N(rk,ul)|[7(77f’ul)_1] /(kz |N ()],

(k.)eM 701 w) DeEM

se calcul6 también el error cuadratico relativo medio para medir el ajuste al
variograma tedrico:

ECRM = —— > [M—l]z,

| |(k:,l)eM V(7 w)
donde 4(+-) es el correspondiente estimador piloto del semivariograma, () el
semivariograma ajustado, 7(,-) el semivariograma teérico y M el conjunto de
indices correspondiente a los saltos utilizados en el ajuste.

Como ejemplo de los resultados obtenidos, en las tablas 9.2 y 9.3 se
muestran resimenes de las medidas calculadas utilizando los modelos SVCH2 y
SVEXPS como semivariogramas tedricos para el caso de n = 250 (en los otros
casos se observé un comportamiento similar de los distintos modelos). Si
comparamos el ajuste al estimador piloto (valores MCP), como cabia esperar,
los modelos de Shapiro-Botha son siempre los que obtienen mejores resultados
(y al igual que en ejemplos anteriores, los modelos més especificos son los que se
ajustan mejor al semivariograma piloto). También observamos pocas diferencias
entre los dos criterios de seleccién de la ventana.

Si comparamos los valores ECRM, como regla general observamos que el
modelo SVSBE(1,1) es el que presenta un peor comportamiento, mejorando
considerablemente cuando se utiliza el estimador lineal local; obteniéndose
resultados bastante parecidos con los demés modelos. En general se observé que
con el modelo SVSBE(1,1) no se obtienen buenas estimaciones del
semivariograma en los saltos pequenos especialmente al utilizar el
semivariograma empirico (después de realizar algunas pruebas, parece ser que la
opcién escogida para seleccionar los puntos de discretizacién produce que los
modelos SVSBE tengan menor flexibilidad en torno al origen en comparacién

con los ajustes obtenidos utilizando la primera de las opciones descritas en la
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seccién 6.2.3). Respecto a los demés resultados obtenidos, en general se observé
que los métodos de estimacién basados en médxima verosimilitud obtenfan los
mejores resultados cuando el modelo paramétrico estaba especificado
correctamente, aunque empeorando considerablemente cuando el modelo no esté
correctamente especificado. También se observé que en la mayoria de los casos
la estimaciéon por MVR mejoraba los resultados obtenidos con la estimacién MV

(y en ocasiones de forma significativa).

Estimacién MCP ECRM
Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Mediana Des.Std.
SVSBE(1,1) .013 .013 .003 .041 .022 .088
SVSBE(c0,1) .016 .016 .003 .039 .020 .090
Ei/[;ico SVSBE(c0,) .018 017 .003 .038 .018 .090
SVCH2 .019 .018 .006 .038 017 .090
SVEXPS .021 .020 .007 037 018 077
SVSBE(1,1) .001 .001 .001 037 .019 .082

MCP Lin. | SVSBE(c0,1) .002 .002 .001 .036 018 .083
loc. SVSBE(oc0,) .003 .003 .001 .036 .018 .083

(VCE) |SVCH2 .005 .003 014 .034 017 078
SVEXPS .006 .005 .006 034 018 .069
SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .037 019 .085

MCP Lin. |SVSBE(ec,1) | .002  .002 .00l | .036  .018  .086
loc.  |SVSBE(co,0) | .002  .002 .00l | .036  .018  .086

(VCK) |sSVCH?2 .004 .003 011 .035 017 .084
SVEXPS .006 .004 .006 034 018 .070
SVCH2 .032 021 032
MV
SVEXPS 041 .032 031
SVCH2 028 018 .029
MVR
SVEXPS .038 .029 .030

Tabla 9.2: Medidas del ajuste al estimador piloto y al semivariograma
tedrico correspondientes a muestras de tamano n = 250 generadas

utilizando el modelo SVCH2 como semivariograma tedrico.
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Estimacion MCP ECRM

Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Mediana Des.Std.
SVSBE(1,1) .013 012 .003 047 028 .059
\ep SVSBE(cc,1) 017 .016 .004 .044 025 .060
| SVSBE(c0,00) .020 .019 .005 043 023 .060

Empirico
SVCH2 .022 021 .007 043 023 062
SVEXPS .022 021 .006 041 022 .059
SVSBE(1,1) .001 .001 .001 .042 024 055
MCP Lin. | SVSBE(c0,1) .002 .002 .001 041 023 056
loc. SVSBE(c0,00) .003 .003 .002 041 023 056
(VCE) |SVCH2 .007 .006 .007 041 023 .055
SVEXPS .006 .006 .004 .038 022 .050
SVSBE(1,1) .001 .001 .001 041 024 .054
MCP Lin. | SVSBE(c0,1) .002 .001 .001 041 023 .055
loc. SVSBE(c0,00) .003 .002 .002 .040 023 .055
(VCK) |SVCH?2 .006 .005 .005 .040 .023 .053
SVEXPS .005 .005 .006 .037 022 .050
SVCH2 .039 031 .030

MV
SVEXPS 025 013 .030
SVCH2 .037 028 .030

MVR
SVEXPS 021 .010 .028

Tabla 9.3: Medidas del ajuste al estimador piloto y al semivariograma

tedrico correspondientes a muestras de tamano n = 250 generadas utilizando el

modelo SVEXP como semivariograma tedrico.

Como ejemplo adicional en la figura 9.4 se comparan las estimaciones del

efecto nugget obtenidas con los diferentes métodos de estimacién para el caso de

muestras de tamano 250 (aunque considerando tnicamente el criterio VCE para

la seleccién de la ventana en la estimacién lineal local). En los métodos m.c.p se

observa que al utilizar el estimador lineal local se obtienen estimaciones casi

siempre las maés cercanas al verdadero valor, especialmente al utilizar el modelo

SVSBE(1,1) més flexible (algo esperado teniendo en cuenta los resultados

mostrados en la seccién anterior). En general se observé que los modelos SVSBE
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caso de n = 250.



Estudio de simulacion 189

mds flexibles obtienen estimaciones del efecto nugget menores que los mads
generales’. En cuanto a los métodos basados en méxima verosimilitud, se
observé también que en general obtenfan los mejores resultados cuando se
empleaba el modelo tedrico en la estimacién; empeorando igualmente cuando el
modelo no estaba correctamente especificado.

Para evaluar si los modelos de variograma ajustados representaban
adecuadamente la dependencia espacio-temporal de los datos se decidié6 emplear
la técnica tradicional de validacién cruzada descrita en la seccién 4.4. Ademés
del error cuadratico medio de validacion cruzada:

1<~ 5 2
ECMVC = 5;(2_1-(%@;) — Z(sinty))
donde Z_;(s;,t;) es el predictor kriging de Z(s;,#;) calculado a partir del resto de
observaciones, se calculé también la cobertura (COVC) de los correspondientes
intervalos de prediccién al 95% (suponiendo normalidad).

En las tablas 9.4 y 9.5 se muestran resimenes de las medidas calculadas,
para el caso de n = 250, utilizando los modelos teéricos SVCH2 y SVEXPS
respectivamente. Aqui observamos también que al utilizar el estimador lineal
local en la estimacién m.c.p. se obtienen menores valores del ECMVC; sobre
todo en el caso del modelo SVSBE(1,1) que es el peor con el estimador empirico
y el mejor con el estimador lineal local. Ademds, podemos observar que con el
criterio VCK para la seleccién de la ventana en la estimaciéon lineal local, se
obtienen resultados ligeramente mejores que con el criterio VCE, especialmente
en el caso de los modelos méds flexibles. Si comparamos las coberturas de los
intervalos de prediccion (COVC) podemos ver que en estos casos son todos
bastante buenos, exceptuando el método m.c.p con el modelo SVSBE(1,1) y el
estimador empirico. En general se observé también que cuando al utilizar el

método de m.c.p. con el estimador lineal local se obtenfan mejores valores de
CVCOV en todos los casos.

! Esto aparentemente es también debido al empleo del criterio de seleccién de los nodos
basado en los ceros de las funciones de Bessel. Por ejemplo, en la figura 7.1 se
mostraban estimaciones del efecto nugget utilizando el primer criterio descrito en la
secciéon 6.2.3, mostrando en aquel caso un mejor comportamiento de los modelos

SVSBE en la estimacién del efecto nugget al emplear el estimador empirico.
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Respecto a los métodos de maxima verosimilitud, se obtuvieron también
en general buenos resultados cuando el modelo estaba especificado
correctamente (aunque inferiores en muchos casos a los obtenidos utilizando el
método m.c.p. con el estimador lineal local); empeorando considerablemente

cuando se empleaba un modelo distinto al semivariograma tedrico.

Estimacién ECMVC COVC

Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Des.Std.

SVSBE(1,1) .610 .607 .062 927 .017

\MCP SVSBE(cc,1) 588 .585 .054 .946 .012

Empirico SVSBE(cc,0) .092 588 .055 949 .010

SVCH2 .639 590 1.461 947 .020

SVEXPS .605 .602 .057 .944 .016

SVSBE(1,1) 583 579 .055 947 011

MCP Lin. | SVSBE(cc,1) .085 .580 .054 949 .011
loc. SVSBE(00,00) .589 585 .054 .950 .010

(VCE) | SVCH2 591 .589 .055 951 012
SVEXPS 603 601 056 946 013
SVSBE(1,1) 580 577 054 .948 011

MCP Lin. | SVSBE(oc0,1) 584 .580 .054 .949 011
loc. SVSBE(00,00) 589 585 .054 950 .010

(VCK) |SVCH2 591 588 .055 951 012
SVEXPS 603 599 .056 946 013
. SVCH2 587 583 .053 951 .009
SVEXPS .593 591 .054 952 .009
SVCH2 586 584 .053 951 .009

MVR
SVEXPS 593 591 .054 952 .009

Tabla 9.4: Medidas de validacién cruzada correspondientes a
muestras de tamano n = 250 generadas utilizando el modelo SVCH2

como semivariograma teorico.
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Estimacién ECMVC COVC
Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Des.Std.
SVSBE(1,1) .835 831 .088 .922 .021
SVSBE(coc,1) .802 .799 077 945 .013
Enl\gl?:co SVSBE(00,00) .824 .820 .080 .952 .011
SVCH2 .831 827 .085 948 017
SVEXPS .809 .801 .084 949 .018
SVSBE(1,1) 785 781 077 948 .012

MCP Lin. | SVSBE(oc0,1) 791 788 075 950 011
loc. SVSBE(00,00) .806 .800 .076 951 011

(VCE) |SVCH?2 .835 .829 087 .955 012
SVEXPS 805 798 .079 954 013
SVSBE(1,1) 778 775 075 949 011

MCP Lin. | SVSBE(cc,1) .789 .786 .075 .950 .011
loc. SVSBE(00,00) .805 .800 .076 951 .011

(VCK) |SVCH2 834 830 082 .955 012
SVEXPS 805 .799 .080 954 013
"y SVCH?2 832 828 .082 .960 .010
SVEXPS 783 778 073 951 010
SVCH?2 831 827 .082 .960 .010

MVR
SVEXPS 783 779 073 951 010

Tabla 9.5: Medidas de validacién cruzada correspondientes a
muestras de tamano n = 250 generadas utilizando el modelo

SVEXPS como semivariograma teérico.

9.3 PREDICCIONES

Para comparar las predicciones obtenidas utilizando los diferentes
métodos, para cada posicién de prediccion (sg,fy) se calcularon los errores

cuadréaticos de prediccion:
ECP = (Z(sp,t) - Z(s0,t0))*

y las coberturas (COP) de los intervalos de prediccién al 95% suponiendo
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normalidad. En las tablas 9.6 y 9.7 se muestran un resumen® de los valores

obtenidos para el caso de n = 250.

Estimacién ECP COP
Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Des.Std.
SVSBE(1,1) .698 .309 974 916 278
SVSBE(cc,1) .650 304 916 945 .229
Errl\gl?:co SVSBE(00,00) .647 313 911 .952 214
SVCH2 .645 299 .908 .949 221
SVEXPS .653 305 920 950 218
SVSBE(1,1) .651 304 906 947 225

MCP Lin. | SVSBE(oc0,1) .643 305 907 948 223
loc. SVSBE(00,00) .644 305 908 954 210

(VCE) |SVCH?2 .640 .303 901 955 207
SVEXPS 653 .303 919 .950 217
SVSBE(1,1) 649 .304 907 946 226

MCP Lin. | SVSBE(c0,1) .643 304 907 948 222
loc. SVSBE(00,00) .644 305 907 954 210

(VCK) |SVCH2 .640 .303 902 .956 .204
SVEXPS 653 308 917 .950 217
"y SVCH?2 632 .302 888 953 211
SVEXPS 647 307 916 955 207
SVCH?2 631 303 885 955 208

MVR
SVEXPS 646 307 915 956 205

Tabla 9.6: Medidas de eficiencia de las predicciones® correspondientes

a muestras de tamano n = 250 y al semivariograma teérico SVCH2.

> Hay que tener en cuenta que, al considerar de forma conjunta los valores de las tres
posiciones de prediccién, los valores del ECP correspondientes a la posicién 3 tienen un
efecto dominante sobre la media global.

> En el célculo de estas medidas se eliminé un valor atipico correspondiente al modelo

SVCH2 con el estimador empirico.
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Estimacion ECP COP
Método Modelo Media Mediana Des.Std. | Media Des.Std.
SVSBE(1,1) 994 436 1.432 914 .280
SVSBE(o0,1) 932 428 1.362 942 234
Ef}j:co SVSBE(00,00) .940 441 1.354 .950 219
SVCH2 928 419 1.330 947 225
SVEXPS 914 424 1.314 952 214
SVSBE(1,1) 927 .436 1.334 939 .240
MCP Lin. | SVSBE(c,1) 923 419 1.343 943 231
loc. SVSBE(00,00) .920 421 1.330 .946 227
(VCE) |SvCH2 927 418 1.317 | .954 210
SVEXPS 912 430 1.314 .956 204
SVSBE(1,1) 924 425 1.337 .940 237
MCP Lin. | SVSBE(oc0,1) 921 419 1.344 946 227
loc. SVSBE(c0,00) .920 419 1.332 947 224
(VCK) |SvCH2 930 422 1324 | 953 212
SVEXPS 909 423 1.301 957 203
Y SVCH2 927 418 1.319 957 203
SVEXPS .889 411 1.277 .950 217
SVCH2 926 419 1.317 957 204
MVR
SVEXPS .888 406 1.275 953 212
Tabla 9.7: Medidas de eficiencia de las predicciones correspondientes a

muestras de tamano n = 250 y al semivariograma teérico SVEXPS.
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Respecto al error cuadrdtico de predicciéon vemos también que en la

estimacién m.c.p. se obtienen casi siempre mejores valores con el estimador

lineal local que con el estimador empirico (principalmente en el caso del modelo

SVSBE(1,1)). Entre los modelos SVSBE el que aparentemente obtiene mejores

resultados en estos casos’ es el modelo SVSBE(co,1). Como regla general, los

* Aunque en el caso de muestras de tamainio 100, el que aparentemente obtuvo mejores

resultados fue el modelo SVSBE(co,00).
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mejores resultados se obtuvieron con la estimaciéon basada en maéaxima
verosimilitud cuando el modelo estaba especificado correctamente (y siendo
superior el método de MVR sobre el de MV en la mayoria de los casos),
empeorando también cuando el modelo paramétrico escogido no coincide con el
tedrico.

Respecto a las coberturas de los intervalos de prediccién, se observaron
unos valores bastante bajos (al igual que en los resultados de validacién
cruzada) al utilizar el modelo SVSBE(1,1) con el estimador empirico, mejorando
también de forma considerable con el estimador lineal local. Con los deméds

métodos de estimacién se obtuvieron unos resultados bastante similares.
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Figura 9.5: Valores medios de ECP y COP en las posiciones de
prediccién obtenidos con los métodos m.c.p (la linea horizontal

representa el valor teérico 0.95).
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Finalmente se estudié también la posible existencia de diferentes
comportamientos de los modelos ajustados dependiendo de la situacién (interior
o exterior) de la posicién de prediccién. Por ejemplo, en la figura 9.5 se muestra
un resumen de los valores obtenidos con los diferentes métodos m.c.p. para el
caso de n = 250 (y utilizando el criterio CVE para la seleccién de la ventana en
la estimacion lineal local). Aunque no se apreciaron grandes diferencias en los
valores ECP obtenidos con los modelos SVSBE, en general se observé que en los
puntos interiores (posiciones 1y 2) el modelo SVSBE(0c0,1) es el que presentaba
un mejor comportamiento, mientras que en el exterior de las observaciones
(posicién 3) el modelo SVSBE(0o0,00) resulté ser el aparentemente preferible. En
la mayorfa de los casos se observé también que con el estimador lineal local se
obtenfan mejores resultados. Respecto a las coberturas de los intervalos de
prediccién, destacan también los valores bajos al utilizar el estimador empirico
con el modelo SVSBE(1,1), especialmente en la posicién 2 (mejorando de forma

muy significativa al considerar el estimador lineal local).

9.4 CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta las observaciones y resultados anteriores podemos

realizar las siguientes afirmaciones:

* La combinacién de los modelos de Shapiro-Botha extendidos con el
estimador lineal local del semivariograma puede ser un buen método para
resolver el problema del modelado de la dependencia espacio-temporal de

un conjunto de datos.

 Esta aproximacién puede llevarse a cabo fdcilmente en la préctica,
utilizando en la estimacion piloto del semivariograma herramientas ya
disponibles para la estimaciéon no paramétrica de superficies y realizando el
posterior ajuste de los modelos SVSBE mediante programaciéon cuadréitica
(lo que evita los problemas relacionados con la minimizacién no lineal

multidimensional que pueden aparecer al utilizar otros métodos).

* Las comparaciones realizadas en el estudio de la simulacién nos muestran
que los resultados obtenidos utilizando la aproximacién propuesta son

similares (y en ocasiones mejores) a los obtenidos utilizando metodologias
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paramétricas tradicionales. Aunque otros métodos, como por ejemplo los
basados en médxima verosimilitud, pueden producir mejores resultados
cuando la distribucién de los datos es normal y el modelo paramétrico estd
especificado correctamente, al utilizar estos métodos en la practica es
importante asegurarse de que las suposiciones paramétricas son adecuadas.
Sin embargo, con la aproximacién propuesta se evitan problemas de este

tipo.

En el estudio de simulacion se observa también que, en la estimacion piloto
del semivariograma, el estimador lineal local proporciona resultados
claramente mejores a los obtenidos con el estimador empirico. Ademads,
como no se observaron grandes diferencias entre los dos criterios para la
seleccion de la ventana, se podria recomendar en principio el uso del
método CVE cuando el nimero de observaciones es grande (ya que
requiere de mucho menos tiempo de computacién). La seleccién de la
ventana sin embargo es todavia un tema abierto; por ejemplo, el empleo de
ventanas locales puede mejorar de forma significativa la eficiencia de las
estimaciones piloto obtenidas. Serfa importante realizar un estudio sobre
este estimador similar al efectuado por Garcia-Soiddn et al. (2003b) para el
caso espacial isotrépico; ademads de ser de utilidad para la determinacién de
mejores criterios para la seleccién de la ventana, podria permitir el ajuste
de un modelo vélido mediante m.c.g. (algo que seguramente también

mejorarfa los resultados obtenidos con los modelos SVSBE).

En el ajuste de los modelos SVSBE, la selecciéon de los puntos de
discretizacién a partir de los ceros de funciones de Bessel puede ser una
buena opcién en la practica cuando el nimero de estimaciones piloto es
grande; siendo en este caso especialmente recomendable el empleo del
estimador lineal local del semivariograma (también puede ser conveniente
utilizar modelos no muy flexibles). Cuando se considera un modelo muy
flexible (p.e. el modelo SVSBE(1,1) o SVSBE(2,1)), se suelen obtener
buenos ajustes en torno al origen empleando el primer criterio mostrado en
la seccion 6.2.3 (puntos regularmente espaciados), siempre que el tiempo de
computacién no sea prohibitivo (el nimero de nodos deberia ser pequeno).

Todavia es necesaria una mayor investigacién sobre este tema que permita
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disponer de criterios suficientemente rapidos para la selecciéon “6ptima” de

los puntos de discretizacién (incluyendo valores para I y J ).

* Finalmente, esta aproximacion puede extenderse facilmente para el caso de
tres (0 mas) componentes anisotrépicos; por ejemplo, para el caso espacio-
temporal con anisotropia en las coordenadas espaciales. También se
podrian utilizar de forma andloga los modelos completamente anisotrépicos
mostrados en la secciéon 4.5.4; aunque todavia es un problema abierto el
encontrar modelos flexibles méds simples que permitan modelar asimetrias

espacio-temporales (ver seccién 6.2).
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